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Exercice  

1) Soit la fonction f de la variable réelle positive x, définie par x → f(x) avec : 

�(�) =
�

√�� + 1
 

Etudier la fonction f. 

 

f'(x) = 1/(x² + 1)3/2, strictement positive sur R+ 

f est donc croissante sur R+ 

f(0) = 0 ; lim f = 1 quand x → +∞  

 

2) On considère la suite un, n entier naturel positif ou nul, définie par u0 = 1 et de 

terme général : 

 


�� =

�

�
�
� + 1

 

Etudier la suite un. 

 

Comme f(x) – x < 0, la suite un est décroissante. 

Elle est minorée par 0, et tend donc vers une limite l = 0. 

 

3) Donner la forme explicite en fonction de n du terme général un. 

Procédons par récurrence. 

On sait que u0 = 1 ; u1 = 1/(2)1/2 

Un calcul de réassurance montre que u2 = 1/(3)1/2 

 

Posons un = 1/(n+1)1/2 

On calcule aisément que un+1 = 1/(n+2)1/2 

 

La forme explicite de un est donc un = 1/(n+1)1/2 

 

Problème  

 

Notations et valeurs numériques : 

Le symbole e désigne la base des logarithmes népériens, notés Ln ; e = 2,718. 
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Ln 2 = 0,693 

e1,5 = 4,482 ; e1,6 = 4,953 ; e1,7 = 5,474 ; e1,8 = 6,050 ; e1,9 = 6,686 ; e2 = 7,389 

e-0,5 = 0,607 ; e-0,6 = 0,549 ; e-0,7 = 0,497 ; e-0,8 = 0,449 ; e-0,9 = 0,407 ; e-1 = 0,368 

 

 

Partie 1 : Etude des variations d’une fonction 

 

On considère la fonction réelle f, de la variable réelle x, définie par x →f(x) avec :  

 

f(x) = 2x + 2 - ex 

 

On veut étudier les variations de f. 

 

1) Calculer les dérivées f’ et f’’ ; étudier leurs signes.  

f'(x) = 2 - ex ; f’(x) = 0 pour x = Ln2, positive avant, négative après 

f’’(x) = - ex < 0 : la fonction est concave 

 

2) Etudier le comportement de f quand x tend vers - ∞ et + ∞. 

Construire le tableau de variation de f. 

 

Limx
�

+∞f(x) = lim x(2 + 2/x - ex/x) = - ∞ 

Limx
�

-∞f(x) = - ∞ 

 

Asymptotes :  

Limx
�

+∞f(x)/x = lim (2 + 2/x - ex/x) = - ∞ : pas d’asymptote au voisinage de + ∞ 

 

Limx
�

-∞f(x)/2 = lim (2 + 2/x - ex/x) = 2 

y – 2x = 2 - ex → 2 quand x → - ∞   

La droite y = 2x + 2 est asymptote au voisinage de - ∞   

 

Tableau de variations  

 

        x    0             Ln2                       + ∞       

 

       f’            +        0               - 

                             M                                           

       f1      - ∞                                       - ∞  

 

 

M = f(Ln2) ≈1,39 

 

3) Montrer que l’équation f(x) = 0 admet deux solutions notées α et β, avec α < β. 

Situer numériquement α et β dans des intervalles de longueur 0,1. 

 

f continue, M > 0, limites égales à - ∞ pour x � - ∞ ou + ∞ 

Il existe donc 2 solutions à f(x) = 0 : α < 0 et β > 0 
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Positionnement de α et β : 

Pour α : 

Avec les valeurs données :  

f(-0,7) = 0,6 – 0,497 > 0 

f(-0,8) = 0,4 – 0,449 < 0 

Donc α est compris entre -0,8 et -0,7 

 

Pour β : 

f(1,6) = 5,2 – 4,953 > 0 

f(1,7) = 5,4 – 5,474 < 0 

Donc β est compris entre 1,6 et 1,7 

 

4) Donner les équations des tangentes à la courbe représentant la fonction f aux 

points A de coordonnées (α, 0), B (β, 0), et C d’abscisse 0. 

 

Tangente en A : y = (2 – eα)(x – α) 

Or 2α + 2 - eα = 0 � 2 - eα = -2α  

y = - 2 αx + 2α² 

 

Tangente en B : 

Idem : y = - 2βx + 2 β² 

 

Tangente en C : 

Quand x = 0, y = 1 

y = x + 1 

 

5) Tracer le plus précisément possible le graphe de f dans un repère orthonormé. 

 
 

Partie 2 : Intégrales 

 

6) Donner la valeur exacte de l’intégrale J définie par J = � �(�)��
� . 

Une primitive de f est : x² + 2x – ex 
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J = 4 – e 

 

7) On rappelle que les nombres réels α et β ont été introduits en Partie 1, question 3. 

Donner, en fonction de α, la valeur exacte de l’intégrale J(α) définie par : 

J(α)  = � f(x)dx�
� . 

J(α)  = (α² + 2α – eα) – (-1) = α² + 1 + (2α – eα)  

Or 2α + 2 - eα = 0 � 2α - eα = - 2 

J(α)  = α² - 1 

 

8) Donner, en fonction de β, la valeur exacte de l’intégrale J(β) définie par :  

J(β)  = � �(�)���
� . 

J(β)  = (β² + 2β – eβ) – (– 1) = β² – 1 car 2β - eβ = - 2 

J(β)  = β² – 1 

 

9) Démontrer que la valeur exacte de J(α, β) définie par J(α, β)  = � �(�)���
�  est : 

J(α, β) = (α + β)(β – α) 

 

J(α, β) = J(β) - J(α)  = β² – α² = (β – α)(β + α) 

 

Partie 3 : Famille paramétrée 

 

Dans cette partie, on considère la famille F de fonctions réelles fa de la variable réelle 

x, définie par x → fa(x) avec :  

 

fa(x) = 2x + 2 – eax 

 

où a est un paramètre réel quelconque. 

On veut étudier les variations de la fonction fa selon les valeurs du paramètre a.   

 

10 ) Etudier le cas a = 0. 

On trouve la droite f0(x) = 2x + 1 

 

Dans les quatre questions suivantes, on supposera a ≠ 0. 

11) Etudier le signe de (fa)’ et (fa)’’. 

fa’(x) = 2 – aeax 

Deux cas à distinguer : 

1er cas : a < 0 : la dérivée fa’(x) est positive pour tout x. 

� la fonction fa est strictement croissante 

 

2ème cas : a > 0 

Alors fa’(x) = 0 pour x = (Ln(2/a))/a 

fa’ < 0 pour x > (Ln(2/a))/a 

fa’ > 0 pour x < (Ln(2/a))/a 
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12) En déduire le tableau de variation de fa selon les valeurs du paramètre a. 

Montrer qu’il existe un point commun aux courbes des fonctions de la famille F. 

Limites : 

a) Au voisinage de + ∞ 

Pour a > 0 : Limx
�

+∞fa(x) = lim x(2 + 2/x – eax/x) = - ∞ 

Pour a < 0 : Limx
�

+∞fa(x) = lim x(2 + 2/x – eax/x) = + ∞ 

 

b) Au voisinage de - ∞ 

Pour a > 0 : Limx
�

- ∞fa(x) = lim x(2 + 2/x – eax/x) = - ∞ 

Pour a < 0 : Limx
�

- ∞fa(x) = lim x(2 + 2/x – eax/x) = - ∞ 

 

Asymptotes éventuelles : 

a) Au voisinage de + ∞ 

Pour a > 0 : Limx
�

+∞fa(x)/x = lim (2 + 2/x – eax/x) = - ∞ 

Pour a < 0 : Limx
�

+∞fa(x)/x = lim (2 + 2/x – eax/x) = 2 

Et Limx
�

+∞(fa(x) – 2x) = lim (2 – eax) = 2 

La droite y = 2x + 2 est asymptote oblique de fa au voisinage de + ∞ lorsque a < 0. 

 

b) Au voisinage de - ∞ 

Pour a > 0 : Limx
�

-∞fa(x)/x = lim (2 + 2/x – eax/x) = 2 

Limx
�

-∞(fa(x) – 2x) = lim (2 – eax) = 2 

La droite y = 2x + 2 est asymptote oblique de fa au voisinage de - ∞ lorsque a > 0 (on 

retrouve bien le cas de la Partie 1, avec a = 1). 

Pour a < 0 : Limx
�

-∞fa(x)/x = lim (2 + 2/x – eax/x) = + ∞ 

 

Tableau de variations : 

 

Pour a > 0 

 

 

        x    -∞        (Ln(2/a))/a                   + ∞       

 

       fa’            +        0               - 

                           M(a)                                           

       fa      - ∞                                       - ∞  

 

 

 

M(a) = 2 + 2(Ln(2/a) – 1)/a  

 

 

Pour a < 0 

 

 

        x    0                                   + ∞       
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       fa’                        +         

                                                   + ∞                                        

       fa      - ∞                                        

 

 

 

On remarque que pour x = 0, fa(0) = 1 � le point C(0, 1) est un point commun à la 

famille F. 

  

13) On note par M(a) le maximum de fa, lorsque ce maximum existe. Montrer alors 

que M(a) > 0. 

D’après la question précédente, M(a) n’existe que pour a > 0 et M(a) = 2 + 2(Ln(2/a) 

– 1)/a  

Pour a > 0, étudions les variations de M(a). 

M’(a) = 2Ln(a/2)/a² 

M’(a) = 0 pour a = 2, M’(a) positive pour a > 2, négative pour a < 2. 

En outre, lim M(a) = + ∞ pour x � 0 ou 2 pour x � + ∞  

 

        a    0             2                   + ∞       

 

     M(a)’        -        0             + 

               + ∞                                   2              

     M(a)                    S                               

 

 

 

Soit S le minimum de M(a), atteint en a = 2. 

S = 1, donc S > 0 

On en déduit que M(a) est > 0 pour tout a > 0. 

 

14) Combien y a-t-il de solutions à l’équation fa(x) = 0 ? 

D’après les questions 12 et 13 : 

Cas a < 0 : 

Il existe un et une seule solution à fa(x) = 0 

Cas a > 0 : 

Il existe deux solutions à fa(x) = 0. 

 

15) Pour k entier strictement positif, calculer la différence fa+k(x) - fa+k-1(x). 

En déduire l’expression de fa+k(x) - fa(x) en fonction de a, k et x. 

 

Soit D(a, k) = fa+k(x) - fa+k-1(x) = e(a+k-1)x - e(a+k)x= (e-x - 1)eax ekx 

fa+k(x) - fa(x) = � �(�, �)
�
��  = (e-x - 1)eax � �(�, �)

�
��  = (e-x - 1)eax � �ix�

��   

D’où : 

fa+k(x) - fa(x) = eax(1 – ekx) 

 

16) Soit l’intégrale J(a) définie par : J(a)  = � �!(�)��
�  
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16a) Donner la valeur de J(0) sans faire le moindre calcul intégral. 

Pour a = 0, on a vu en question 10 que pour a = 0, on a la droite y = 2x + 1. 

J(0) est donc la surface du trapèze compris entre la droite 2x + 1, les droites x = 0 et 

x = 1 et y = 0. 

La surface d’un trapèze est (B + b)h/2 où B est la grande base, b la petite base, h la 

hauteur. Ici B = 3, b = 1, h = 1 � J(0) = 2 

16b) Donner, en fonction de a, la valeur exacte de J(a). 

Une primitive de fa est x² + 2x – eax/a 

J(a) = 3 + (1 – ea)/a 

 

16c) Etudier les limites de J(a) quand le paramètre a tend vers - ∞, + ∞, et 0. 

Quand a →+∞, J(a) → - ∞ 

Quand a → -∞, J(a) → 3 

Quand a → 0, ea ≈ 1 + a et donc Lima
�

0J(a) = 2  
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Exercice 1  

Un point M, de coordonnées x et y, décrit une courbe C. Ses coordonnées x et y de 

M dépendent d’un paramètre réel t, selon les relations suivantes : 

x(t) = t�t� + 1 

y(t) = t
t� + 1 

 

1) Quel est l’ensemble des valeurs possibles pour x ? pour y ? 

 

Il est évident que x(t) ≥ 0 et < 1 ; x varie donc entre 0 et 1. 

Et y(t) ϵ R. 

 

2) Montrer que le point O (0, 0) appartient à la courbe C.  

On rappelle que la pente p de la tangente en un point de coordonnées (x0, y0) est 

telle que (y - y0)/(x - x0) = p. Quelle est la pente de la tangente à C au point O ? 

x(t) = 0 ↔ t = 0 et donc si x = 0, alors y = 0. 

La courbe C passe par le point O (0, 0). 

y/x est donc la pente de la tangente en O à C, et comme y/x = t, t = 0 et la pente est 

nulle : tangente horizontale en O. 

 

3) Donner l’équation de la courbe C en coordonnées cartésiennes sous la forme y = 

g(x). 

Calculer y’ et donner les variations de g et la forme générale de la courbe C. 

y(t)/x(t) = t 

En reportant dans x(t), on a x = y²/(y² + x²) 

Soit : y² = x3/(1 – x), ou encore y = + - x3/2/(1 – x)1/2 

La courbe C est donc symétrique par rapport à l’axe des abscisses. 

 

En dérivant : 2yy’ = x²(3 – 2x)/(1 – x²), ou : y’ = x²(3 – 2x)/2y(1 – x²) 

y’ a donc le signe de y : y’ > 0 quand y > 0 y croissante), y’ < 0 quand y < 0 (y 

décroissante) 
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Quand x tend vers 1, y tend vers ∞. 

La droite x = 1 est asymptote à C. 

Pour y > 0 : 

 

        x    0                                          1       

 

       y’                          + 

                                                        + ∞ 

       y       0              

 

 

 La courbe C est en rouge ci-dessous. 

 

 
 

Exercice 2  

Soit la suite un définie pour tout entier naturel n positif ou nul par : 

u0= 1 et un+1 = �2 +	u�  

 

1) Montrer que, pour tout entier n : 1 ≤ un < 2 

 

Par récurrence : u0= 1. 

La propriété est vraie pour n = 0. 

Supposons-la vraie au rang n : 1 ≤ un < 2 

3 ≤ 2 + un < 4 � (3)1/2 ≤ (2 + un)
1/2 =  un+1 < 2 

Donc vraie au rang n+1. 

 

2) Etudier le sens de variation de un.  
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un+1 - un = �2 +	u� - un = (- un
2 + un + 2)/(�2 +	u� + un) 

Le dénominateur est > 0, et le numérateur a deux racines, - 1 et 2, mais situées hors 

de l’intervalle [1, 2[, et il est donc > 0 sur cet intervalle. 

La suite est croissante. 

 

3) Montrer que la suite un est convergente. Quelle est la valeur de sa limite L ? 

La suite est croissante et majorée par 2 � elle converge vers une limite L telle que : 

L = √2 + 	L, ou L² – L – 2 = 0, qui n’admet comme solution positive que L = 2. 

 

Exercice 3 

1) Soit n un entier naturel strictement positif. 

On appelle diviseur strict de n tout nombre strictement positif divisant n, autre que lui-

même. 

Quels sont les diviseurs stricts de 220 ? 

 

Les diviseurs stricts de 220 sont : 1, 2, 4, 5, 10, 11, 20, 22, 44, 55, 110 

 

2) On appelle nombres amiables deux entiers n et m tels que chacun d’eux soit égal 

à la somme des diviseurs stricts de l’autre. 

Les entiers 220 et 284 sont-ils amiables ? 

 

D’après la question 1, la somme des diviseurs stricts de 220 est 284. 

Les diviseurs stricts de 284 sont : 1, 2, 4, 71, 142 ; leur somme est 220. 

220 et 284 sont donc amiables. 

 

3) On appelle nombre parfait un entier égal à la somme de ses diviseurs stricts. Les 

nombres 21 et 28 sont-ils parfaits ? 

 

Diviseurs stricts de 21 : 1, 3, 7 : somme = 11, 21 n’est pas parfait 

Diviseurs stricts de 28 : 1, 2, 4, 7, 14 : somme = 28, 28 est parfait 

 

4) On rappelle qu’un nombre entier premier n’est divisible que par 1 et par lui-même. 

Déterminer la valeur d’un nombre entier premier p tel que le nombre 24.p soit parfait.  

 

Diviseurs stricts de 24.p = 16p : 1, 2, 4, 8, 16, p, 2p, 4p, 8p 

Somme = 15p + 31 

Nombre parfait si 16p = 15p + 31 � p = 31 

 

5) Soient p un nombre entier premier impair, et n un nombre entier naturel 

strictement positif. On suppose que le nombre 2n.p est parfait. Exprimer alors p en 

fonction de n.  

 

 

Puisque p est premier et impair, les diviseurs stricts de 2n.p sont : 1, 2, …, 2n, p, 2p, 

…, 2n-1.p 
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2n.p est parfait si 2n.p = 1 + 2 + …+ 2n + p + 2p + …+ 2n-1.p  

↔ 2n.p = (1 – 2n+1)/(1 – 2) + p(1 – 2n)/(1 – 2) 

2n.p = (2n+1 – 1) + p(2n - 1) 

 

p = 2n+1 – 1 

 

(Ainsi, on vérifie que pour n = 4, p = 31 : question 4) 

 

Exercice 4 

1) Pour tout nombre complexe Z, on pose P(Z) = Z4 – 1. 

Donner dans C, corps des nombres complexes, les solutions de l’équation P(Z) = 0. 

 

P(Z) = (Z² - 1)(Z² + 1) = (Z – 1)(Z + 1)(Z – i)(Z + i) 

Solutions : 1, - 1, i, -i 

2) z étant un complexe quelconque différent de 1, on définit z* par z* = 
����
���  . 

Résoudre dans C l’équation (z*)4 = 1. 

 

Notons de façon générique par a l’un des termes 1, - 1, i, - i. 

D’après la 1), on a z* = a, ou (2z + 1)/(z + 1) = a, ce qui conduit à l’écriture générale : 

z = (a + 1)/(a – 2) 

 

a = 1 : z = - 2 

 

a = - 1 : z = 0 

 

a = i : z = (i+1)/(i-2) = - (1 + 3i)/5 

 

a = -i : z = (1 - i)/(-i -2) = - (1 - 3i)/5 

 

Exercice 5  

1) Pour un examen oral, un étudiant a fait des impasses et n’a préparé que 50 des 

100 sujets qu’il doit connaître. Chaque sujet fait l’objet d’une question, écrite sur un 

papier, les 100 papiers sont dans une urne présentée à l’étudiant. 

L’étudiant tire deux papiers au hasard, simultanément. 

1a) Quelle est la probabilité qu’il ne connaisse aucun des deux sujets ? 

P(1) = 49/198 ; car (C2
50/ C

2
100) 

 

1b) Quelle est la probabilité qu’il connaisse les deux sujets ? 

P(2) = 49/198 car aussi (C2
50/ C

2
100) 

 

1c) Quelle est la probabilité qu’il connaisse un et un seul des deux sujets ? 

P(3) = 50/99 car (C1
50 C

1
50 / C

2
100) ; on remarque aussi que P(3) = 1 – P(1) – P(2) 

 

1d) Quelle est la probabilité qu’il connaisse au moins un des deux sujets ? 

P(4) = 1 – P(1) = 149/198 
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2) L’étudiant a préparé n des 100 sujets possibles (n ≤100). 

2a) Quelle est la probabilité p(n) qu’il connaisse au moins un des deux sujets tirés ? 

p(n) = 1 – C2
100-n/ C

2
100 = 1 – (100 – n)(99 – n)/100x99  

p(n) = n(199 – n)/9900 

 

2b) Quelle est la plus petite valeur de n pour que p(n) soit supérieur à 0,95 ?   

p(n) ≥ 0,95 ↔ - n² + 199 n – 9405 ≥ 0 

 

d’où n ≥ 78 

 

 

Exercice 6  

1) Soit la matrice A à coefficients réels : 

 

A = � 1 0 −1−2 3 40 1 1 � 

 

La matrice A est-elle inversible ? Si oui, calculer son inverse A-1. 

 

Det A = 1 � A est inversible 

 

A-1 = �−1 −1 32 1 −2−2 −1 3 � 

 

2) Résoudre le système linéaire suivant, où les inconnues x, y, z sont réelles et m est 

un paramètre réel : 

x – z = m 

– 2x + 3y + 4z = 1 

y + z = 2m 

 

On note X le vecteur colonne (x, y, z)t, M le vecteur colonne (m, 1, 2m)t. 

Le système revient à AX = M ou encore X = A-1M 

 

Ce qui conduit à : x = 5m – 1, y = – 2m + 1, z = 4m – 1 

  

 

Exercice 7 

Soit la fonction f définie sur R+* = ]0, + ∞[ par x → f(x) = (Ln x) / x, où Ln est le 

symbole des logarithmes népériens. 

1) Calculer l’intégrale J1 = � f(x)dx��   

 

Une primitive de f est (Lnx)²/2 

J1 = 1/2 

 

2) L’intégrale J2 = � f(x)dx�  existe-t-elle et, si oui, quelle est sa valeur ? 
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Au voisinage de 0, f n’est pas définie (lim f = - ∞ quand x →0) 

L’intégrale est non convergente (J2 → - ∞) 

 

3) Calculer J(n) = � f(x)dx���� . 

Donner le signe de J(n), et calculer la limite de J(n) quand n → + ∞.  

 

J(n) = (Ln²(n+1) – Ln²(n))/2,  

J(n) = (Ln(n+1) – Ln(n))(Ln(n+1) + Ln(n))/2 et J(n) est donc positive. 

 

Limite de J(n) : 

J(n) = Ln(1 + 1/n). Ln(n²).Ln(1 + 1/n) / 2 = Ln(n).Ln²(1 + 1 / n)  

J(n) ≈ Ln(n)/n² et donc la limite de J(n) est 0. 

 

Exercice 8  

On se place dans l’espace E des polynômes réels de degré inférieur ou égal à n, n 

entier strictement positif. 

Soit P un polynôme de E : P(x) = ! a#x#�#$  

P’ étant le polynôme dérivé de P, on définit g, application de E dans E, par :  

P → g(P) = P + (1 – x)P’  

 

1) Ecrire les coefficients de g(P) en fonctions des coefficients de P 

 

Posons g(P(x)) = ! b#x#�#$  

bn = an( 1 – n) 

b0 = a0 + a1 

bk = ak( 1 – k) + (k + 1) ak+1 

 

2) Une application f de E dans E est linéaire si pour tous polynômes P et Q de E, et 

tout réel a, f(aP + Q) = af(P) + f(Q). 

L’application g est-elle linéaire ? 

Evident 
 


