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Le sujet est constitué de deux probléemes indépendants. Tout résultat donné dans 1’énoncé
pourra étre admis dans les questions suivantes. Le plus grand soin sera apporté a la rédaction et a
la présentation des résultats.

1 Probleme d’analyse

Dans toute la composition, R désigne I’ensemble des nombres réels. Soit d un entier égal a 1
ou 2. On note F (Rd, R) Pespace vectoriel des fonctions définies sur R? & valeurs dans R, et Cg; le
sous-ensemble de F(R?, R) formé des fonctions continues.

Le but du probléme est de chercher les fonctions f € Cy telles que :

V(z,y) eER®Vz e R f(z,y)=flz+z,y+2), (T)

et
V(z,y) ERZVz €R  f(z,y) + f(y,2) = f(z,2),  (A)

c’est-a-dire les fonctions continues invariantes par translation diagonale et additives au sens de (A).

Partie I - Etude de l’invariance par translation

1. Montrer que I’ensemble 73, constitué des fonctions f € F(R? R) qui vérifient (T'), forme un
sous-espace vectoriel de F(R? R).
Pour tout A\ € R, pour tout f,g € T2 , pour tout (z,y) € R?, pour tout z € R, on a

Af+g)(x,y) = A(z,y)+g(x,y) = AMf(x+2,y+2)+g(xt+z,y+2) = (A +g)(x+z,y+2).

De plus cet ensemble est non vide, car il contient la fonction identiquement nulle.



2. Soit f € T2. Montrer que la fonction f vérifie
V(z,y) € R flz,x) = f(y,y).
Soit (,y) € R?, alors en posant z = 5y — z on obtient

flz,2) = flz+(y—2), 2+ (y —2)) = f(y, 9).

3. Montrer que si f € 75, la fonction g € F(R? R) définie par

R - R
g: |f(z,y)] stz <y,
@y) = {If(y,w)l si x>y

est encore invariante par translation diagonale, c’est-a-dire g € 7Ts.
Soit (z,y) € R? et soit z € R. Si 2 < y alors on a

9z, y) = f(@ 9l =[fle+2zy+2)|=9(@+2y+2)

car x+2z < y+2z. Six > y, on applique le méme calcul. On remarque que les valeurs absolues
ne perturbent aucunement le calcul.

4. Montrer que 'application

To — FR,R)
D : R —- R
fom he z = f(0,2)

définit un morphisme d’espace vectoriel.
Soit A € R, soit f et g € Ta, soit z € R alors on a

DS +9)(2) = (A +9)(0,2) = Af(0,2) +9(0,2) = A®(f)(2) + ®(9)(2).

Ceci étant vrai pour tout z € R, on a bien ®(Af + g) = A®(f) + ®(g).
5. Calculer le noyau K et I'image Z du morphisme ®.

Le noyau K est 'ensemble des fonctions f de 73 telles que f(0, z) = 0 quelque soit le réel z.
Or f(0,2) = f(x,z+x) pour tout = € R, donc la fonction f vérifie qu’elle est identiquement
nulle sur toutes les droites D, : y = z + z. Or ces droites recouvrent tout le plan R?, donc
f est identiquement nulle. Le noyau est réduit a 1’élément nul.

Soit maintenant h une fonction de F(R,R), alors on pose

;- R - R
() = by - o)
alors pour tout z € R,on a f(z+z2,y+2) =h(y+ 2z — (v + 2))

— Wy —z) = f(z,y) donc
f € Ta. Donc ®(f) = h, et ® est surjectif. L’image de ® est F(R,R).



6. Montrer que le morphisme ¢ induit un isomorphisme linéaire du quotient 73/ sur Z.
Calculer I'inverse ¥ de cet isomorphisme. Dans la définition de ¥, on pourra identifier la
fonction f a son représentant dans 75 /K sans perte de généralité.

La construction est naturelle. Comme & était déja un isomorphisme, sa réciproque est

évidemment
I — T/K

LN ;- R? — R
(z,y) — h(y—=).
La question reste toutefois indépendante de la question précédente, car on peut trouver
la réciproque sans avoir exhibé le noyau ou l'image. En effet pour tout (z,y) € R?, on a
V(h)(z,y) = ¥(h)(0,y —x) par (T) et W(h)(0,y —z) = (¥ (h))(y — z) = h(y — z).
7. Soit a un nombre réel. Montrer que ’application

T2 — F(RR)
D, : R - R
foe b z = f(z,a 2)

définit un morphisme d’espace vectoriel quel que soit a € R.
La démonstration est semblable a la question 4.

8. Lorsque a # 1, précisez si ce morphisme est injectif ou surjectif. Si @ = 0 alors a symétrie
pres, c’est Iisomorphisme précédent. Si a # 0 et a # 1, alors soit f dans le noyau, on a
f(z,az) = f(0,(a — 1)z) quelque soit le réel z, donc f est nulle sur I'axe des ordonnées et
invariante par translation, donc elle est nulle partout et c’est encore un morphisme injectif.
Il est également surjectif car sa réciproque est donnée par

FR,R) — To
R? - R
h — f: () h(y—x>‘

a—1

v, :

En effet pour tout (z,y) € R? on a

mgm@+@y+@:h<y+”*x_@>:hC*”):mam@yy

a—1 a—1

donc W,(h) € Tz. Et on a bien pour tout (z,y) € R

Uo(Da(f))(,y) = <I>a(f)<a_1> f(y:gf’ay::f)

a a
_ Y y—r y-—-w
- f<a—1 a—1+xﬂ —1 a—1+x>
_ f<x7ay—ax—y+x+ (a—l))
a—1
ay —ax —y+x+x(a—1)
= flz P = f(z,y).



9. Montrer qu’il existe un réel a* tel que Im(®,+) est 'ensemble des fonctions constantes.
Si a = 1, on voit que f(z,z) = f(0,0) par (T) donc ®1(f)(z) = f(z,2) = f(0,0) est
une constante pour tout z € R. Donc I'image du morphisme est ’ensemble des fonctions
constantes. Le a* recherché est a* = 1.

10. Quel est le noyau de $,+ ?

Le noyau est 'ensemble des fonctions f telles que f(0,0) = 0. Par invariance par translation,
ce sont donc les fonctions qui valent 0 sur la diagonale principale de R

Partie IT - Etude de I’additivité.

11. Montrer que I’ensemble Aj, constitué des fonctions f € F(R? R) qui vérifient (A), forme
un sous-espace vectoriel de F(R? R).

Pour tout A € R, pour tout f,g € Ay , pour tout (z,y) € R%, pour tout z € R, on a

Af+9) (@, 1) +Nf+9)(y, 2) = M (@, y)+Af(y, 2)+g(x, y)+9(y, 2) = Mf(x, 2)+g(x, 2) = (A f+g)(z, 2).

De plus cet ensemble est non vide, car il contient la fonction identiquement nulle.

12. Soit f € As. Montrer que la fonction f vérifie
Ve eR, f(z,z)=0.

Pour tout (z,7) € R? on a f(z,z)+f(x,y) = f(z,y), donc pour tout = € R, on a f(z,z) = 0.

13. On suppose que f € Ay N Cy. Montrer que la suite

sN<f>=§f(nil,%>

converge quand N — +oo. Calculer sa limite.

1

C’est une somme télescopique, donc Sy (f) = f (N—i—l’

1) qui converge vers f(0,1) car f
est continue.

14. On suppose que f est positive, montrer que la fonction f est croissante par rapport a chacune
de ces variables.

Soient (x,y,a,b) € R* avec a < x et b < y alors

f(.r,y)Zf(a,y)—l—f(m,a)Zf(a,y) et f(T,y):f(T,b)—l-f(b,y)Zf(T,b)

donc f est bien croissante par rapport a sa premicre et sa deuxieme variable.



Partie III - Etude des fonctions continues vérifiant (7) et (A).
Soit f € CoNTaN As.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Montrer que pour tout n € N*, on a

Par additivité et translation
n—1 n—1
k k+1 1
(B s (B ) s (0h).
k=0 k=0

Montrer pour tout m € N, pour tout n € N*, pour tout z € R on a

f(za+2) =250, 0).

Par additivité et translation
m—1 m—1
k k: 1 1 1
n k:o : n'n n n

Montrer que pour tout € R, on a f(0,z) = zf(0,1).
Par continuité et densité de Q, la question précédente montre que f(0,x) = xf(0,1) pour
les x > 0. Pour les x < 0, il faut utiliser f(0,—y) = —f(0,y) pour tout y € R.

Montrer que pour tout (z,y) € R%, f(z,y) = (y — x)£(0, 1).

C’est évident par invariance par translation.

Montrer que pour toute fonction g € C; et pour toute fonction f € Co N T3 N Asg, la suite

suivante est convergente
f)_N‘l BN (kb
2= I9\N)'\N'N

Avec le résultat précédent c’est
N-1
v(g, f) = Z q( ) £(0,1)
=0

puisque g est continue, elle est bornée sur [0, 1], d’ou |[Sn(g, f)| < [|9]leo|f(0,1)] et la série
est méme absolument convergente.

1
Montrer que pour toute fonction g € C1, ona Sy(g, f) — f(0,1) / g(z)dx quand N — +o0.
0

C’est une somme de Riemann. Précisément c’est la méthode des rectangles a gauche.



21. Pour toute fonction g dérivable telle que ¢’ € C; on définit la quantité suivante pour tout
z € [0,1]

2N _1

Dn(g)(z) = D (9((k+1)27%) = g(k27)) 2V Ly n pa)o-v(()-
k=0

Montrer que la fonction Dy(g) est bornée sur [0, 1] uniformément par rapport & N € N*.
Au point = € [0,1], quel que soit N € N* la série n’est en fait constituée que d'un seul
terme. L’unique terme de la série est 'accroissement de la fonction g autour du point z. Par
le théoreme des accroissements finis,

[(g((k+1)27V) —g(k27™)) 2N < sup |¢'(@)] < 19 lloo,jo.1-

22. Montrer que pour tout x € [0,1[, on a Dx(g)(z) — ¢'(z).

Quel que soit z, et quel que soit NV € N* il existe un unique K, y tel que x € [KI7N27N, (Kz N+
1)2_N[. Donc Dy (g)(x) = (g((K%N + 1)2_N) — g(K%NQ_N)) 2N Avec

(9((Keny +1)27Y) = (K n27Y)) 2V — ¢/ ()

= (9((Ken +1)27Y) —g(2)) 2" + (9(2) — g(Ko n27Y)) 2V
= (9((Kew +1)27Y) —g(2)) 2V + (9(2) — g(Ko n27V)) 2V
— (@) (Kyn + 1)2 —ztax— K, n27 V)2V

= [9((Kon +1)27Y) —g(2) — ¢ (2) (Ko oy + 127N — 2)] 2V
[9(Kon2™™) = g(x) — ' (@) (Ko n2™ Y — )] 27

[9 N+12N) 9(x)
ZN+1)2 N_x)
5

N T
NI (o) (R = a2%)

- g'<x>} (Ko +1) — 22V)

Comme |[K, y27V — 2| <27V et (K, v +1)27Y — 2| <27 on peut conclure en remar-
quant que chaque terme est similaire a un reste d’ordre 2 d’un développement de Taylor. Mais
9(Ken +1)27N) — g(2)

(Kgn+1)27N —x)
converge vers 0 et que (K, y + 1) —22") est bornée par 1. Donc le produit tend vers 0. Le
deuxieme terme se traite de la méme maniere.

—g'(x)

comme la fonction n’est pas deux fois dérivable, il faut préciser que [

23. Pour toute fonction g dérivable telle que ¢° € C; et pour toute fonction f € Co N T2 N As
non-nulle, calculer la limite de

NP S (39 ) 7 (33 5 ) /701

en fonction de f et g.



Avec le résultat précédent c’est

1
qui converge vers / g (x)dz = (g(1) — g(0)).
0

24. Montrer que pour tout N € N* la quantité

1
Ry(g. f) = /0 Dy (g)(x)dz — In(g, f).

converge vers 0 quand N — +o00.

En calculant l'intégrale de Dy (g) on trouve une somme télescopique qui vaut g(1) — g(0).
Puisque In(g, f) converge vers g(1) — ¢g(0), c’est évident.

2 Probleme d’algebre

L’objet du probleme est I’étude des commutateurs de deux éléments dans les espaces vectoriels.
Les parties II et III sont indépendantes de la partie 1.

Dans tout le probleme, on considére un entier naturel n non nul et on note F le R-espace
vectoriel R"”. On note Og le vecteur nul de F et idg ’endomorphisme identité de E.

Soient f et g deux endomorphismes de F, avec la notation o pour définir la composition, on
pose

fO=idg, fl=f fP=fof, fP=fofof, etc.

et on définit [f, ¢g] le commutateur de f et g par la quantité

[f.g]=fog—golf.

Pour x = (21, ...,x,) un élément de E noté en ligne, on note 2T sa transposée qui forme donc
un vecteur colonne. Cette notation s’applique également a tout autre élément de F apparaissant
dans la suite de ’énoncé. On note R[X] 'espace vectoriel des polynomes a coefficients réels et, pour
tout entier naturel k, on note Rj[X] le sous-espace vectoriel formé par les éléments de R[X]| qui
sont de degré inférieur ou égal a k.

Si f est un endomorphisme de FE et si

P(X)=> apX*
k=0
avec P un élément de R, [X], on rappelle qu’on note P(f) 'endomorphisme de E égal &

P(f) =) at*.
k=0



Partie I

1. Soit une suite de réels as, = 2F pour k € N et asgi+1 = 0. Calculer le rayon de convergence
de la série entiere définie pour z € C par

—+00
E akzk.
k=0

1
La série décrit —————. On peut appliquer la régle de Cauchy. Le rayon vaut 1/ V2.
1 — (v2x)2
2. Soit une suite de complexes aj = (z)k(:'—i—z)

de la série entiere définie pour z € C par
+oo
E akzk.
k=0

C’est un résultat classique. Par le critere de d’Alembert, le rayon est infini.

pour k € N. Calculer le rayon de convergence

3. Montrer que [f, g] est un endomorphisme de FE.
Soient x et y € E, soit A € R, alors on a

[fgl(@ + Ay) = flg(@ + Ay)) — g(f(z + Ay))
= f(g(z)) + Af(9(y)) — g(f(x)) = Ag(f(y)) = [f, g](x) + Alf, g](y).

4. Soit (ar)ken une série entiere donnée sans coefficient nul. Pour tout & € N on définit un
polynoéme Py € Ri[X] par
Py(X) = ap X*.

Soit N € N. Montrer que si [f, g] = O, il existe une suite (b n)ren telle que

N(f+g)= ZkaPk: ) o Pn_k(9)

N N

. . _ . 1 1 .
Pn(f+g)=an D CrfFog" ™ donc Pn(f+g) =) anCh— Pi(f) o Pn-k(9)-
k= 0 k=0 Ok AN~k
5. Dans le cas ap = H et [f, g] = 0. Montrer que by y = 1 pour tout k et pour tout N € N.

Avec le calcul précédent

1 N!

PN = Ny -y P R



6.

7.

2

1
Dans le cas ap = o et [f, g] # 0. Montrer que Py(f + g) — ZPk(f) oPy (g9) =
’ k=0

1
On a

Pyf+9) =5+ 5f0g+ 500 f+ 30" = Py() + 5Pi(F) o Pulg) + 5Pi(9) o () + Palo)

donc
2
1 1 1
Py(f +9) = D Pi(f) o Pai(9) = 5 Pi(9) o Pi(F) = 5 Pu(f) © Pilg) = 5[o. /1.
k=0
N
Montrer que Fy = Z Py(f) converge quand N tend vers +oo vers un endomorphisme.
k=0

La suite est de Cauchy. On choisit une norme sur £(E, E) qui soit multiplicative et on a

N+p N+p
IFN(f) = Fnap(OI < D)0 arllffl < D0 allfIlF
k=N+1 k=N+1

qui est majoré par le reste d’'une série absolument convergente (la fonction exponentielle).

Partie I1

8.

10.

11.

Soit  un élément non nul de F et y un élément de E. Montrer qu’il existe au moins une
matrice réelle My de taille n x n tels que

MO LET — yT

Soit ¢ un indice tel que z; # 0 alors une matrice en colonne ¢ avec des coefficients v;/x;
convient.

Montrer que le choix de la matrice n’est pas unique si n > 2. C’est-a-dire qu’il existe au
moins un élément z € E avec z # Op, et deux matrices réelles distinctes M et N de tailles
n x n telles que

MzT = N2T.

Prendre deux matrices M et N telles que Ker(M — N) n’est pas réduit a I’élément nul. Par

exemple pour tout z € F avec z # 0p, les matrices M = ||z|[*idg et N = 27z conviennent.

Soit f un endomorphisme de E. Montrer qu’il existe une matrice M de taille n x n telle que
pour tout y € E,

My" = f(y)".

C’est la matrice canonique de I’endomorphisme. Les questions précédentes tentent de tester
le candidat sur I'ordre des quantificateurs.

Montrer que la matrice construite a la question précédente est unique. Pour chaque endo-
morphisme f de E, on notera alors My la matrice associée par la construction précédente.
Soit M et N deux matrices qui conviennent alors pour tout z € E (M — N)z! = 0, donc
Ker(M — N) = E. Par le théoreme du rang, la matrice M — N a donc pour image {0}, c’est
donc bien la matrice nulle.



12.

13.

Montrer que 'application

. { (Endomorphismes(F), +,0) — (Matrices réelles de taille n x n, +, x)
’ fo= () =My

est un morphisme d’anneau.

o(f+9) = o(f) + &(g) et la question précédente.
Soient f et g deux endomorphismes de E. Montrer que

O([f,9]) = Mipg = My x My — My x M.

On utilise la question précédente sur le morphisme d’anneau.

Partie 111
Pour f un endomorphisme de E, on note Cy I'ensemble des endomorphismes g de E tels que
My g est la matrice identiquement nulle, c’est-a-dire

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Cy:={g: E — E endomorphisme : My x My = My x M;}.

Pour f = idg, montrer que Cjiq, est constitué de I'’ensemble des matrices réelles de taille
n X n.

Toute matrice commute avec l'identité.

Montrer que Cy est un sous-groupe additif des matrices réelles de taille n x n.

Soient M et N € Cy alors (M + N)My = MMp+ NMy=MiM + MyN = My(M + N).
Montrer que C est un sous-anneau des matrices réelles de taille n x n.

Soient M et N € Cy alors (MN)My = MNMy = MMN = MyMN = M;(MN).
Montrer que Cy est un sous-espace vectoriel des matrices réelles de taille n x n.

Soit A € R, et M, N € Cy alors on a

(AM + N)M; = AMM; + NM; = My(AM + N)

Soit D une matrice diagonale de taille 2 x 2 et d ’endomorphisme associé par la base
canonique. Montrer que
deRidp — (Cj= M272,

et

d¢Ridp = Cd:{<(z Z):a,deR,b:c:O}.

La premiere étape est la question 14 étendue a toutes les homothéties. La deuxieme est un
simple calcul.

Soit f un endomorphisme dont la matrice M est diagonalisable, c’est-a-dire qu’il existe une
matrice de passage R et une matrice diagonale D telles que

M;=R'DR

10



20.

Montrer que si g € Cy et M, est diagonalisable, alors il existe une matrice de passage @),
une matrice diagonale A et une matrice diagonale D telle que

M, =Q'AQ et M;=Q 'DQ.

C’est la codiagonalisabilité.

Montrer qu’il existe une matrice S telle que D=S"'DSs.

Les deux matrices diagonales possedent les mémes valeurs propres. Donc il existe une per-

rflutation o € S, qui passe de 'ensemble (dy,ds, - - - ,d,) vers I’ensemble (czl, Jg, <+, dy) avec
d; = dy(;- On note S la matrice associée a cette permutation alors Se; = e,(;). On a donc
pour tout i € {1,...,n}

SDei = SCZ7€7 = d~1‘60(i) = dg(i)eg(i) = Dea(i) = DSei.

Donc les matrices SD et DS sont égales sur la base (e1,es,---¢e,) donc elles sont égales.

11
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Dans toute cette épreuve, R désigne I’ensemble des nombres réels.

Exercice n° 1

On considere la fonction f définie sur R par :
ex
1+x°

fx)=

1. Etudier la convexité de f.

Comme la fonction est deux fois dérivables, la convexité est liée au signe de sa dérivée
seconde.

e* (1-x)(=x> +3x> =5x-1)

On obtient f"(x)= Soit z=-x’+3x>-5x-1, on a:

(1+x%)°
z =-3x*+6x —5<0. La fonction z est donc strictement décroissante de R dans R, avec
z(-I)>0et z(0)<O. D’apres le théoréeme des valeurs intermédiaires :

DaO]-1,0[/ z(@) =0.
La dérivée seconde de f s’annule donc pour a et 1.
En conclusion, fest convexe pour x>1et x < a, concave entre ces deux valeurs.

2. Etudier les variations de f et tracer son graphe.

_ 2 x i .
La dérivée de f est égale a: f (x) =% >0. On a toujours f >0 etf (1)=0. La
+x
fonction est donc strictement croissante de R sur R, avec une branche parabolique dans la
direction verticale en +ooet avec 1’axe horizontal comme asymptote a —o0. Son graphe

admet une tangente horizontale en 1.

1
3. Soit la fonction & définie sur R par: h(x) =e " f(x). Calculer | = Ih (x)h(—x)dx
0



1 1 1
1 1 7T
Ona:I=|h X)h(—x)dx = | ———=dx et J = | ———dx = |Arctg x|, = —
Jronode= o [y =lare oy =

1 2 2

N + - . c s . .

D’ou [ = jl(l)c—z;;dx .xdx . Puis on integre par parties cette dernicre
+x

1
<~
|
(<) ——
—_
—
+
=
[N
~
[N

0

—x/ZT L, _m2

intégrale pour obtenir : / =T
g p : ol rvvel R -

Exercice n° 2

Soit la fonction numérique f, définie par f, (x) = x? + Ln(1+ x*), ol @ est un nombre réel
quelconque et Ln désigne le logarithme népérien.

1. Déterminer le domaine de définition de f, selon les valeurs de o .
Si aON,Df, =R,

Sia0Z ,Df, =R,

Si a0Z,Df, =R"", (onrappelle que x“ =e

aLnx)

2. Etudier les variations et tracer les graphes de f, et f,.Comparer ces deux graphes surR".
La fonction f, est strictement croissante de R sur R avec f,(0)=0 etune branche
(1+x)°

1+ x°
La fonction f, est paire et strictement croissante de R* sur R* avec f,(0)=0 etune
2x(2+x7%)

1+ x?

Sur R, f,(x) = f,(x) = x(x—1) = x=1.Entre Oet 1, c’est I'inverse.

parabolique dans la direction verticale. Ona: f, (x) =

branche parabolique dans la direction verticale. Ona: f, (x) =

3. Etudier la suite (u,) définiepar: u, ,, = f, (u,) et u, >0
Si la suite (u,)converge vers une limite finie [, alors cette limite doit vérifier
I[=1+Ln(1+1*)d’ob [=0. Mais on a: u,,, = f,(u,) >u, >0 (f, (x) = x). La suite ne peut

donc converger vers 0 et elle tend vers + oo .

n+l

4. Etudier la suite (v,) définiepar: v , = f,(v,) et v, >0
La suite (v,) vérifie v,,, = v} + Ln(1+v]) et cette suite est toujours strictement positive.
Si (v,) - 1,alors [ =1 + Ln(1+1%). Zéro est une racine évidente de cette équation.

2x  _2x  —x*+4x-1
1+x° 1+x°
elle est du signe du numérateur, noté nu, dont la dérivée est strictement positive. Et nu est
négatif en zéro et positif en 1. D’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, il existe une
unique valeur /, D]O, 1[ qui annule nu. Donc il existe /, D]ll,l[tel que f, (1,) =1,.

Soit u =x*> —x+Ln(1+x”), sa dérivée est égale & u =2x -1+ et

vexe, u 1 1 I , u- u
Comme f, est convexe, son graphe est en dessous de la bissectrice entre O et /,, et au-dessus
pour x >/[,. Par conséquent, si v, <I,, la suite (v,) est décroissante, car v,,, = f, (v,) <v, et
elle est minorée par 0, donc elle converge vers 0.
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Si v, >1,,la suite (v, ) est croissante et non majorée, elle tend vers + oo .

Si v, =1,, la suite (v, ) est stationnaire.
5.Pour nON ,onpose: I, =J.fn(x)dx
1

- Calculer 1,
- Etudier la suite (/)

Calculons directement /.

n n+l " N 0y2
I, :_[x" +Ln(l+x*)dx = al + an(l+x2)]1 —I al —dx
| n+l | L 1+x
I nn+l_1

n

+nLn(1+n2)—Ln2—2(n—1)+2(Arctgn—7—T)
n+ 4

1 25 7l
Doul, =—+Ln(—)+2(Artg2——)et
ou /, 3 n(2) (Artg 4)e

LimlI, = Lim(n" +2nLnn) = +o0

n—oo n-o

Exercice n° 3

a B a
Soit lamatrice M =| 8 a p|,ou & et [ sontdes parametres réels.
0 0 1

1. Etudier la diagonalisation de M selon les valeurs de a et .
On a: dettM —Al)=(1-A)a-A-B)a—-A+/[), la matrice admet donc trois valeurs
propres réelles : 1, (a — B),(a + ). Cette matrice est trigonalisable dans tous les cas et la

diagonalisation va dépendre de 1’ordre de multiplicité des valeurs propres et de la dimension
des sous espaces propres associés.

- Cas 1 : 3 valeurs propres confondues

Dans ce cas: 1=(a-pB)=(@+ ), dou a=1 et f=0. La dimension du sous espace

propre étant égale a deux, la matrice n’est pas diagonalisable.
- Cas 2 : 3 valeurs propres distinctes
Dans ce cas la matrice est diagonalisable avec 1# (a - f);1Z(a+B);(a-p) (@ +[),

cestadire a#let S£0.

- Cas 3 : Seulement deux valeurs propres identiques
a) a+f=1et a-LF %1 (1 valeur propre double) et le sous espace propre associé a 1 est

engendré par le vecteur (x,x,0) de dimension 1, la matrice n’est pas diagonalisable.
b)a—-LF=1et a+ [ #1,cas similaire au précédent et la matrice n’est pas diagonalisable.

c) a+f=a-LF %1, ce qui implique f=0et a #1, la dimension du sous espace propre
associé a a est de dimension deux et la matrice est diagonalisable.

En conclusion M est diagonalisable si et seulement si les trois valeurs propres sont distinctes
ousi(@#z1,5=0).



2.Onsuppose a=1let £=0.
Calculer, pourtout nON , M " et (M +1)", ou I désigne la matrice unité d’ordre 3.

1 0 n
On vérifie par récurrenceque M"=|0 1 0
0 0 1
Scio Ske
k=0
Comme M I =IM,ona: (M +D)"=>CiM* =] 0 > Cf 0
k=0
0 0 > ck
k=0
Par ailleurs, (1+ x)”" ZC"x et pour x=1, 2" = ZC"
Soit  y=(1+x)" ZC" , alors vy —n(1+x)”_1 :ZkC,'f x*'et pour x=I,
k
n2"™ =>"kCy
k
2}1 0 n2n—l
Enconclusion: (M +1)" =| 0 2" 0
0 O 2"

3.O0nsuppose a>0,>0,a+FB=l,a-F#%1
Calculer M ", pourtout n[JN .
Dans ce cas, la matrice n’est pas diagonalisable, mais trigonalisable.
A =1lest une valeur propre double et le sous espace propre associ€é est engendré par
u, = (1,1,0)
On cherche alors un vecteur u,tel que : M u, =u, +u,et la résolution du systeme suivant :
ax+pPBy+taz=1+x
Bx+ay+Bz=1+y donne z=2 e fBx-LFy=1-2F. On peut choisir
2=z
u, =((1-28)/p,0,2)
Pour A =a - 3, le sous espace propre associé est engendré par u, = (1,—1,0), qui est bien
orthogonal a u,.

11 0
La matrice M est donc semblable a la matrice J ={ 0 1 0 dans la base (u,,u,,u;).
0 0 1-
1 n
On vérifie par récurrence que J" =|0 1 J Par conséquent M" =PJ" P™', ol
0 0 (-2 ,B)"
1 a-2B/p 1
P est la matrice de passage, a savoir P =| | 0 —1 | et sa matrice inverse est :
0 2 0



2 2 -(1-2B/p
P_lzl 0 O 2
4 2 -2 -(1-2B)/p
n 0 1-28 @a-28""
2+2(0-2p8)" 2-2(1-2pB)" 2n+ 5 5 |
OnobtientM”:l 2-2(1-283)" 2+2(1-2p)" 2n_1_2:8+(1_2,8)”+
! 0 0 g 4 g

Exercice n° 4

1 0 1

Soit la matrice M = L -10
0 -1
-2 1 0

1. Calculer V="M M , ou ‘M désigne la transposée de la matrice M.

6 -3 1
On obtient pour matrice de variance-covariance V =| -3 2 0
1 0 2

2. Déterminer les valeurs propres de la matrice V.

La matrice étant symétrique, elle est diagonalisable et det(V —AI)=(2-A)(A* =84 +2). Les
trois valeurs propres sont : 2,4 + V14

3. Trouver un vecteur unitaire u de R* tel que Vu = 2u

AUEN N . 1
Le vecteur u sera donc un vecteur propre associé a la valeur propre 2, a savoir y =——(0,1,3)

V10

4. Déterminer la matrice de la projection orthogonale, dans R’, sur la droite vectorielle D
engendrée par u.

La matrice de la projection orthogonale P est égale a: P=u (‘uu)™ ‘u= L

S O O
w = O
O W O



5. Si chaque ligne de la matrice M correspond a une observation, quelle est 1I’observation dont
la projection orthogonale sur D a la plus grande longueur ?

Notons a, b, ¢ et d les 4 observations (lignes de la matrice M), on a
1 1 1 1 ..

Pa=—(0,3,9); Pb=—(0,-1,-3);Pc =—(0,-3,-9); Pd =—(0,1,3). Les projections de a
I 0( ) I 0( ) 1 0( ) 1 0( ) proj

et ¢ sont opposées et ont la plus grande longueur.
6. Déterminer les vecteurs propres de la matrice V.

On sait déja que u est un vecteur propre pour la valeur propre 2.

Pour A =4 ++/14, on doit résoudre le systeme suivant :

2-14)x-3y+z=0
_3x+(_2—\/ﬁ)y20 pour obtenir y =
x+(-2-+14)z=0

vecteur propre u, = (2+ x/ﬁ, -31).

-3x X

;2=
2+4/14 2+4/14

. On peut choisir comme

De fagon analogue pour A =4-14 , on peut choisir u; = (—2+\/ﬁ, 3,—1). On peut
remarquer que ces vecteurs sont bien orthogonaux.

7. Résoudre Max {’vVv /vOR?, |V :1}

En «normant » les vecteurs propres précédents, la matrice V est semblable a la matrice
2 0 0

diagonale A dans le groupe orthogonal, ou A= 0 4+ V14 0

0 0 4-14

Par conséquent

Max {’vVv /VDR3,||V|| =1}=Max {’wAw /wOR?,

w|| = 1} = Max {i/li w, /iwi2 = 1}
i=1 i=1

Ce maximum est majoré par la plus grande valeur propre et ce maximum est atteint pour le
vecteur propre associé a celle valeur, en conclusion : Max {’vV v/vOR’, v|| = 1} =4+414




Exercice n° 5

0 . 2
AN 9 Z zZ. 2 s 2 SlIl t
Pour x[JR, on considere I'intégrale généralisée : K (x) = j#
0
1. Montrer que K: x> K (x) définit une application de R dans R et étudier sa parité.

dt

. 2 +00
sin”(t x 1 . <
#5—2, et _[Tdt converge, donc l'intégrale proposée
t ! t

a

Pour r=2a >0, on a: 0<

converge en + oo
sin’ (7 x) < 1 x*

2 P

Au voisinage de zéro, 0<

=x’ et Ixz dt converge.
0

En conclusion, K est bien définie.
De plus, K (—x) = K (x)et la fonction est paire.

2. Pour x>0, calculer K (x) en fonction de K (I)que 1’on ne cherchera pas a calculer et en
déduire I’expression de K (x) pour tout x[IR.

+o0 . 2
On pose u =tx, d’ ot K (x) :xjwdu:xl((l)
u

0

Et avec la parité, pour xR, K (x) = |x| K@)

+00

s 2
. sin” (t x
3. Soit F(x) = IZ—(Z)
o (+17)
- Montrer que F est bien définie sur R.
- Trouver un équivalent de F (x) au voisinage de +o et de —o (on pourra comparer F et K).
. 2 +00

sin” (tx 1 . <
Pour t=2a >0, on a: 052—(2) <—, et _[Tdt converge, donc l'intégrale proposée

t-(1+t7) ¢t o1
converge en + o .
2
Au voisinage de zéro, 0<

<2 2 a
sin(rx) _t°x
- ( 2) s——=x"et Ixz dt converge.
CA+) 1 )

En conclusion, F est bien définie.

)
dt et Ossm (tx)< 1

< , 'intégrale
+1° (1+%) 1+¢° 8

400 . 2 to .0
F—K(x) = .'-51nt2(tx)[1+1t2 —l)dt: J‘L(fx)

0

. . 2 N n N
de cette majoration est égale a 2 d’ou

F(x)—K(x)|S§.

F(x)

F(x)-K
Pour x#0, K(x):|x|K(l)¢0,d’Ofl < <:| (x) (.X)|< Vs 1
X

KM 2K
En conclusion, au voisinage de +o, on a: F(x)=xK (l)et au voisinage de —c, on a:
F(x)==-xK ()

+o0o

4. Soit G (x) = j%

- Montrer que G est convergente.



On procede exactement de la méme facon que pour les fonctions K et F.
- Pour x, AR , monter 'inégalité suivante : [sin” (¢ (x + /1)) = sin® (tx) = thsin (2tx)| < h* £’

D’apres la formule de Taylor avec reste intégral, on a pour une fonction deux fois

continument dérivables :
a+b

fla+b)-f(a)-bf (a)= j(a +b—1)f (t)dt que I'on applique a f (x)=sin’(x)pour

atb

obtenir : sin” (a +b) —sin’(a) —bsin (2a) =2 I(a +b—t)cos(2t)dt,d ou

a+b

sin” (a +b) —sin’(a) —bsin(za)\ <2 j(a +b—1)cos(2t)dt

a+b a+b 2

Pour h=0. j(a+b—r)cos(2r)dr < j (a+b-1) dt:%

a+b a 2
Pour h<0. j(a+b—r)cos(2r)dr < j (t—a-b) dt:%

a a+b

Puis en posant Pour a =tx et b =th, on obtient la relation demandée.

- Montrer que F est dérivable et que sa dérivée est égale a G.

Ona:
+oo| . 2 .2 . +00
|F (x+h)-F () < Join (1 + by sin® (tx) ~thsin @), | L - || 7z
| h )| ht> (1+1%) | J1+1 2
Et cette derniere expression tend vers zéro quand / tend vers z€ro, la fonction F admet donc G
comme dérivée.

-G (x)

- Montrer que G est continue.

+00 . 2 +h s 2
Ona:G(x+h)-G(x)= J-sm( r(x ))2 sin ( tx)dt
0 t(1+17)

sin (2t (x + h)) —sin (2#x) = 2sin (th)cos (t (2x + h)) , d’ou

et

00

G+ =G ()] <2h |

—dt - 0 quand 2 - O et la fonction est continue.
(1+17)

Exercice n° 6

a 3c 3b
1. Soit M :(a,b,c)JC*+ M (a,b,c)=|b a 3c|,ou C désigne I’ensemble des nombres

c b a

complexes. Montrer que M est un isomorphisme d’espaces vectoriels entre C° et
E = {M (a,b,c) / (a,b,c)DC3}et déterminer une base de E.

On vérifie aisément que 1’application M est linéaire et bijective.
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0 0 3 0 30

Ona: M (a,b,c)=al+b|1 0 O0|+c|0 O 3|=al+bU +cV etces trois matrices sont
0 1 0 1 00

indépendantes, donc elles forment une base de E.

2. Soit la matrice U =

S = O
- O O

3
0 |, calculer U" pour tout n0 N
0

On calcule U* =V; U’ =VU =UV =31;U"* =3U et on vérifie par récurrence les résultats
suivants : U =3"[; U =3"U; U** =3"V

3. Calculer M (a,b,c)x M (a, jb, j°c)x M (a, j’b, jc), ou j désigne le nombre complexe de
module 1 et d’argument 271/3.

NG

Ona: j= —%+i7;l+j+j2 =0; j° =1.En utilisant ces résultats, on obtient :

M (a,b,c)XM(a,jb,jzc)XM(a,jzb,jc) =M (a3 +3b° +9¢° -9abc,0,0)E
4. Déterminer, quand il existe, I'inverse de M (a,b,c)

On a: detM (a,b,c)=a’ +3b> +9¢’ —9abc(en développant, par exemple, par rapport 2 la
troisieme colonne ou par la regle de Sarrus). Si ce déterminant est non nul, on a (d’apres la

! M(a,jb,jzc)XM(a,jzb, jc)

uestion précédente) : M ' (a,b,c)= ——M—
1 P ( ) det M (a,b,c)

5. Déterminer les valeurs propres de M (a,b,c) . A quelle condition ces valeurs propres sont-
elles distinctes ?

Ona: det (M (a,b,c)-AI)=det (M (a-A,b,c)) et

det (M (a=A,b,c))=(a-A+bO+cO*)a-A+bjO+cj>0*)a—-A+bj*0+cjO*), ou

8 =3/3 . Les trois valeurs propres sont donc :

A =a+b0+c6’
A, =a+bjO+cj’ 6’
A, =a+bj’0+cjb’



A=A, =b=cj’0
Ona: (A =4, «b=cj @ et ces trois expressions donnent la méme relation, a savoir :
A=A, «b=cb

b*> =3¢*. En conclusion, ces valeurs propres sont distinctes si et seulement si : b* # 3¢’
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