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L’épreuve est composée d’un exercice et un probleme, indépendants, a traiter dans un ordre
guelconque.

Exercice :

On rappelle qu’une suite u,est dite monotone si elle est soit croissante, soit décroissante.

On définit la suite récurrente (u,,), ou n est un entier naturel, par son premier terme u,, avec
u, > 0, et sa relation générale :

— 4,2
Upt+1 = Up

1) Montrer que la suite (u,) est monotone. Pour quelles valeurs de u, la suite (u,,) est-elle
croissante ? Décroissante ?

La suite est de fagon évidente a termes positifs.

Un+1 — Un = Un — U211 = (Un — Un-1) (Un + Un1)

Le signe de (un+1 — Un) est le méme que celui de (un — Un-1), puisque (Un + Un.1) > 0. Ainsi, par
simple récurrence, (Un+1 — Un) a le méme signe que (u1 — Uo). La suite (u,) est monotone.
Donc si ui1 > U, Un+1 > Uy et la suite est monotone croissante.

Et si u1 < ug, Un+1 < Uy et la suite est monotone décroissante.

Ecrivons U1 — U = Uo?2 — Uo = Up (Up — 1).

Comme uo est positif strictement, le signe de ui — ug est celui de (up— 1), d’ou :
- Siup>1, la suite (u,) est monotone croissante
- Siup <1, lasuite (un) est monotone décroissante

Cas particulier : up = 1 — u, = 1 pour tout entier n, la suite est une suite constante égale a 1.



2) En déduire les valeurs de u, pour lesquelles la suite (u,,) converge et calculer sa limite.
Supposons up > 1 et donc la suite (u,) est monotone croissante.

Il est évident que u, — + « et diverge.

Si up < 1, la suite (un) est monotone décroissante ; comme up > 0, la suite est décroissante et
minorée par 0, donc convergente.

Sa limite L vérifie L = L2, soit L(L—1) = 0.

Comme up < 1, la seule solution possible est L=0.

Remarqgue : on peut établir aussi, par récurrence, la forme générale de u, : U, = u%n.
Les résultats qui précedent peuvent également s’en déduire aisément.

Probleme :
Le symbole Ln désigne le logarithme népérien.
On définit la fonction f, de la variable réelle x par :
x€D - f,(x) =(4+3x)%,
ou D est I’ensemble | — 4/3, +oo [, et a un nombre réel quelconque.

Partie |
Dans cette partie, on prend a = 1/2.

1.1) Calculer les dérivées premiere et seconde de f; /,. Etudier leur signe.
Soity = fia(x) = (4 + 3x)12.

y'=3(4 + 3x)Y2/2

Yy’ =-9(4 + 3x)°?/4

On déduit immédiatement que y’ > 0 ety” <0.

La fonction fy> est donc croissante et concave.

.2) Calculer les limites de f; /,(x) et f{ ,,(x) quand x — —4/3.
Quand x — - 4/3, f1/2(X) —Oetf ’1/2(X) — + o0,

1.3) Quelles sont les coordonnées de A, point d’intersection de (Cui2), courbe représentant
y = f1/2(x), et de la droite (B) d’équation y = x ?

Donner I’équation de la tangente a la courbe (C1/2) au point A.

Soit donc a résoudre x = (4 + 3x)'2, ou encore x2 — 3x — 4 = 0, d’'ol deux solutions : x; = -1 et
Xo = 4.

Or f12(x1) = -1, ce qui est impossible puisque fi» est positive.

Donc la seule solution possible est A (4, 4).

Au point d’abscisse 4, f'12(4) = 3/8.

D’ou I'équation de la tangente a Cy/» au point A est :

(y-4)(x-4)=38>y=""+>



1.4) Donner le tableau de variations de f; /, et tracer son graphe.

Xl-4/3 4 + o0
Lo
f’ +
+ o0
£ /
0

1.5) Calculer I’intégrale 1(1/2) = f_41 f1/2(x)dx.
En posantu =4 + 3x, u variede 1 4 16, dx =du/3,on a :
(1/2) = [*, fip()dx = [[°ul/? du/3 = 2(16%2 — 1)/9 = 2(64 — 1)/9 = 14

Partie 11
Dans cette partie, le parametre a de la fonction f,(x) = (4 + 3x)® est un nombre réel positif
ou nul.

11.1) Quelles sont les courbes représentant les cas particuliers a = O et a = 1.
Pour a =0, fo(x) =1, droite y = 1.
Pour a =1, on a la droite d’équation y = f1(x) = 4 + 3x.

11.2) Calculer £ et f,’, respectivement dérivées premiere et seconde de f;.
Etudier leur signe selon les valeurs de a.
f'a(x) = 3a(4 + 3x)??
f’a(x) = 9a(a-1)(4 + 3x)??
On en déduit :
f'a(x) >0 pourtouta>0
f ”a(X) est négative pour a < 1 (fa concave) et positive pour a > 1 (f convexe)
(Lescasa=0eta=1ontété vus ala question 1)

11.3) Montrer que toutes les courbes (C,) représentant les fonctions f, passent par un point
commun F dont on calculera les coordonnées (x, yr). Donner I’équation de la tangente a (C,)
au point F.

On voit immédiatement que pour x = -1, fa(-1) = 1 ; donc F est le point (- 1, 1), ;= -1 et ye = 1.
Tangente : (y—1)/(x+1)=3a—>y=3ax+3a+1



11.4) Etudier les limites de f, (x) et f, (x) quand x tend vers — 4/3 et vers + .
Quand x tend vers — 4/3 :

fax) > 0

flax) > +~sia<1et>0sia>1

Quand x tend vers + «.
fa(X) > + =
flax) >0sia<let>+~sia>1

11.5) Donner le tableau de variations de f, et tracer son graphe.
On a: limy_+fa(X)/x = 0 quand a < 1 et limy_+fa(X)/x = + © quand a > 1.
Deux cas a étudier :a<leta> 1.

a) a<l
X | -4l3 -1 + o0
A
f’ +
+ o0

f /

0
by a>1
X | -Al3 -1 + o0
f”‘ + +
f’ +

+ o0
T /
0

11.6) Calculer I’intégrale I(a) = f_41 f,(0)dx.
En posantu =4 +3x,ona:l(@) = [*, f,(x)dx = [[°u®du/3 = (16¥* - 1)/3(a+1)



11.7) On note, comme en Partie I, par A le point d’intersection de la droite y = x avec la courbe
(Cp) représentant f,. On note (x,, y,) ses coordonnées.

Donner, en fonction de x4, I’expression de I’intégrale I, = f_xf fa()dx.

Toujours avec U = 4 +3x, IA= [ £, (x)dx = [ u® du/3 = ((4+3xA)a™ — 1)/3(a+1)

Or xa Vérifie Xa = (4 + 3xa)?, ou (Xa)¥2 = (4 + 3Xa).

Donc Ia = ((xa)@V2— 1)/3(a+1)
Une écriture alternative serait :

Iy = f Afa(x)dx =
-1

1
T 3(a+l)

) [(4 +30) @ D] = [(4 + 3% f, ()]

1 1
3(a+1 " 3(a+1)
((4 4+ 3x)x, — 1)

:>[A

11.8) Soit un réel positif b tel que b > a. Comparer les positions respectives des courbes (C,)
et (Cp).

Calculons fy(X)/fa(X).

fo(X)/fa(X) = (4 + 3x)°2

Ln fo(X)/fa(X) = (b-a) Ln(4 + 3X)

Puisque b > a, le signe de Ln fy(x)/fa(X) est celui de Ln(4 + 3x), qui est strictement positif si
Ln(4+3x) > 0, c'est-a-dire 4 + 3x > 1, ou x > -1.

On conclut que pour x > -1, la courbe Cy est au-dessus de C,, et que pour x < -1, Cp, est au-
dessous de Ca.

En x = -1, on a le point commun de toutes les courbes, donc pas de probléme.

Partie 111
Dans cette partie, on prend a réel quelconque.

I11.1) Calculer la valeur de f,. f_,.
Pour tout a réel, et pour tout x, on a fa(x).f.a(x) = 1.

I11.2) Calculer les expressions de f, et f,,' et étudier leur signe.
On a, comme a la question 11.2 :

f'a(x) = a(4 + 3x)21

f’a(x) = a(a-1)(4 + 3x)??

Signes :
f’a(x) <0 pour a <0 et pour tout x de D.
a(a-1) > 0 pour a < 0 donc f’4(x) > 0 ; les fonctions f, sont convexes pour a < 0.

I11.3) Le point F est-il aussi un point commun pour toutes les courbes (C,), a réel ?
Oui : fa(-1) = 1



111.4) Donner le tableau de variations de £, pour a réel.
Poura>1et0<ax<l,lestableaux de variation ont été vus au Il.5.

Pour a < 0 : on remarque que fa(x) tend vers 0 quand x tend vers l'infini ; la droite y = O est
asymptote horizontale.

X | -4/3 -1 + o0
f’) + +
f’ -
+
f
0

[11.5) Tracer les fonctions f_, , et f_;.

Selon la question 111.4, f.1> est décroissante de l'infinia 0
De méme pour f1(x) = 1/(4 + 3X).

Partie 1V
On définit la suite récurrente (u,,), n étant un entier naturel, par :
uO (uo > - 4/3)

Upy1 = f1/2 (up) = V4 +3u,

IV.1) En supposant que la suite (u,,) admette une limite L quand n — +oo, calculer L.

L vérifie L= (4 +3L)Y%, 0ul2-3L-4=0

Les racines sont -1 et 4.

La suite étant a termes tous positifs a partir de n = 1, L ne peut étre négatif : - 1 est a exclure.
Donc si la suite (u,) converge, L =4

I1V.2) On suppose que u, < 4. Etudier la convergence de la suite u,,.
Montrons par récurrence que u,<4. ug<4 est vrai par hypothése. De plus, si u,<4, alors un:+1 =
(4+3 un)? < (16)Y?=4. La récurrence est donc montrée.

On a par ailleurs Uns1 — Uy = (4 + 3un)? — u,. Cette quantité est strictement positive si et
seulement si (4 + 3un)*? > u,. Cela est toujours vrai si u, <0. Si un est positif, cela est vrai si et
seulement si 4+3u,>un? ce qui est équivalent a un?-3un-4<0. Or un>-3un-4=(un+1)(un-4) est
strictement négatif pour tout u, dans l'intervalle ]-1,4[, donc est négatif pour u, dans [0,4].

On a donc ainsi dans tous les cas un+1 > Un pour tout n. La suite u, est donc croissante
et majorée par 4, donc elle converge vers L = 4.



I1V.3) On suppose que u,> 4. Etudier la convergence de la suite u,,.

Comme dans la question précédente, on montre par récurrence que u, > 4 et d’aprés le
raisonnement effectué dans cette question, on en déduit que dans ce cas Un+1 < Un. La suite
un est donc décroissante et minorée par 4 ; elle est donc convergente et a pour limite 4.

IV.4) Etudier le cas u, = 4.
Pour tout n, u, = 4 = suite constante.

Partie V
On définit la suite récurrente (u,,), n étant un entier naturel, par :
uO (uo > = C/d)

Uy =4/C+du,

ou c et d sont deux parametres vérifiant c > 0 et d > 0.

V.1) En supposant que la suite (u,,) admette une limite M quand n — +oo, calculer M.

M vérifie I'équation M = (¢ + dM)*2, ou M2-dM —-c =0

Les racines sont :

M(1) = [d + (d2 + 4c)¥?)/2

M(2) = [d - (d2 + 4¢)*?)/2

La suite (u,) étant a termes tous positifs a partir de n = 1, M ne peut étre négatif : la racine
M(2) est a exclure. Elle est en effet négative puisque le produit des deux racines vaut -c<0,
alors que M(1) est positive.

Donc, si la suite converge, la limite ne peut étre que M = M(1).

V.2) On suppose que u, < M. Etudier la convergence de la suite u,,.
On montre par récurrence que u,<M. Cela est vrai pour uo par hypothese. De plus si u,<M
alors un+1=(c + dun)*? <(c + dM)¥2=M par définition de M. La récurrence est donc montrée.

Par ailleurs un+1-u,>0 si et seulement si (¢ + dun)*?>u,. Cela est toujours vrai si u,<0. Sinon,
cela est vrai si et seulement si u,>-dun,-c<O si et seulement si u, appartient a l'intervalle
[M(2),M(2)] ou M(2)=M. Or dans le cas ou u, est positif, cela est toujours vrai puisque M(1)<0
et que nous avons montré que u,<M. Nous en déduisons que Un+1-u,>0 pour tout n.

La suite u, est donc croissante et majorée par M, donc elle converge vers M d’apreés la question
V.1.

V.3) On suppose que u, > M. Etudier la convergence de la suite u,,.
La réponse est analogue a celle de la question V.2 (en changeant le sens des inégalités). On
montre que u, est décroissante et minorée par M, donc converge vers M (question V.1)

V.4) Etudier le cas uy, = M.
Si up =M, on a pour tout n, u, = Up = M, suite constante.
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L’épreuve est constituée de cinq exercices indépendants a traiter dans un ordre quelconque. Le
plus grand soin sera apporté a la rédaction et a la présentation des résultats.

Exercice 1

-3 4 3
On considére la matrice A = -1 1 1
-2 3 2

1. Calculer le déterminant de A. En déduire une valeur propre de A.

La troisieme ligne est somme des deux premieres lignes de la matrice, donc le déterminant
est égal a 0. La matrice A n’est donc pas inversible et elle admet 0 comme valeur propre.

2. Calculer A%. En déduire que A n’admet qu’une valeur propre.

On a A® = 03. Soit A une valeur propre de A et soit X un vecteur propre associé. On a
A.X = AX donc en multipliant par A2, on obtient A>.X = 0. Comme X est non nul car
vecteur propre, la seule valeur propre possible pour A est 0. D’apres la premiere question le
spectre de A est donc bien {0}.

3. Montrer que A n’est pas diagonalisable.

On procede par 'absurde. Si A était diagonalisable, elle serait semblable & la matrice nulle car
0 est sa seule valeur propre. Elle serait donc nulle. C’est faux, donc A n’est pas diagonalisable.

n

-2 4 3
4. Soit n € N. Calculer -1 2 1 a l'aide des questions précédentes.
-2 3 3



Cette matrice est A + I3. Comme A et I3 commutent, et puisque A% = 03, par la formule du
binéme de Newton pour les matrices, on a

(A+I3)" = ki:o <Z> Ak

=I3+nA+ n(n2_ Y 42
1-3n—n(n-1)/2 4n+nn—-1)/2 3n+nn-1)/2
= -n I+n n

—2n—-n(n—1)/2 3n+nn-1)/2 1+2n+nn—-1)/2

Exercice 2

On considere deux dés a six faces équilibrés, un rouge et un blanc. On lance simultanément les
deux dés jusqu’a obtenir avec le dé blanc un résultat strictement supérieur a celui du dé rouge. On
note N le nombre de lancers effectués.

1. Déterminer la probabilité p d’obtenir un résultat strictement supérieur sur le dé blanc lors
d’un seul lancer.
Les 36 couples résultats (b, r) sont équiprobables. On a 15 couples tels que 6 > b > r > 1,
donc la probabilité est égale a % = %

2. Rappeler la loi suivie par la variable aléatoire N et préciser son espérance.

N est le nombre d’expériences effectuées pour obtenir un succes dans un schéma de Bernoulli
de parametre p, elle suit donc la loi géométrique de parametre p. Son espérance est donc
_ 1 _ 12
E(N) = =%
3. On note M le nombre de fois, parmi les N lancers, ou les deux dés ont donné simultanément
un 1. Soit n € N*. Soit k£ € N*. Donner la probabilité conditionnelle que M = k sachant que
N =n, notée P(ny—,)(M = k), suivant les valeurs de n et de k.

Si k > n, cette probabilité conditionnelle est clairement nulle. Sinon, on se retrouve dans le
cas de n — 1 tirages dans un schéma de Bernoulli. A chaque tirage, les résultats possibles sont
les (b,7) tels que b < r, donc on a 21 résultats possibles, équiprobables. Seul le résultat (1, 1)
est un succes. On a donc en utilisant la loi binomiale :

n—1) 20"k

4. En utilisant la formule du bindme de Newton négative, assurant que si r € N et x € [0, 1] on

a :
“+o00

=2 ()

n=r



déterminer la loi de M.

On a M(Q) = N. Soit £ € N. On a par la formule des probabilités totales, en utilisant le
systeme complet d’événements (N = n),en- :

P(M =k)=>_ P(M=Fk)n(N=n))

400
= > P((M=kn(N=n)
n=k+1
B *i’f n—1\20""1k 5 7\
N k 217—1 12 \ 12
n=k+1
B Z n—l @ n—1-k
T 12 36k 36
n=k+1
5 <1 >’“ 1
1o \a3s ) T a0\kt1
12 \ 36 (1_%)
_15 1
16 16%°

Exercice 3
On note pour tout n entier supérieur ou égal a 3 :
P(X)=X"-X*’+X-1

1. Déterminer les racines réelles de P3(X).
On peut écrire P3(X) = (X — 1)(X? + 1) donc la seule racine réelle de P3(X) est 1.

2. Montrer que P,(x) est négatif pour tout x € [0, 1].
Soit # € [0,1]. Ona 2" —2? + 2 — 1 = 22(z" 2 — 1) +  — 1 donc P,(x) < 0 comme somme
de deux nombres négatifs.

3. Calculer P (X). En déduire que si n est impair alors I'unique racine réelle de P,(X) est 1.
On a P/(X)=nX""!—2X + 1. Donc la fonction polynomiale P, est strictement croissante
sur R_, car dérivable de dérivée strictement positive, puisque n—1 est pair. Or P,(0) = —1 et
la fonction P, est continue et strictement croissante sur R_ donc P, est négative sur | — oo, 1]
d’apres la question précédente. Elle est strictement supérieure a 0 sur |1, +oo[ comme somme
de deux nombres strictement positifs, donc elle ne peut avoir que 1 comme racine réelle.

4. Justifier que P,,(X) a exactement deux racines réelles si n est pair.

On a P/ (X) strictement positif sur [1,4o00[, ce qui se voit facilement via la décomposition
Pi(X) = (n—2)X" 1 +2X (X" 2 — 1) + 1. 1l est strictement négatif sur | — oo, —1] car



nX" 1 <nX sur ] — oo, —1], n étant pair, et donc
P(X)<nX-2X+1=n-2)X+1<-n+3<0.

Or P,(X) est négatif sur [—1,1]. Finalement, comme P, a pour limite +00 en —oo, on en
déduit par théoreme de bijection continue que P,(X) a deux racines réelles si n est pair, une
appartenant a | — oo, —1], 'autre égale a 1.

Exercice 4

On considere l'espace vectoriel E des fonctions continues de R dans R et F' I’espace vectoriel
des fonctions continues de R? dans R. Soit I’application T définie de E dans F par

T(f)(z,y) =zf(y) +yf(x)

1. Montrer que T est une application linéaire.
Soit A € R et soient fi, fo deux fonctions de F. On a pour tous x, y de R :

T(Af1+ fo)(z,y) = (M1 + f2) () +y((Mfi1 + f2)(2))

= 2\ f1(y) + zfo(y) + yMf1(x) + yfo()
= NT(f1)(z,y) + T(f2)(z,y)

donc T est bien linéaire.
2. Soit f élément de E tel que pour tous z, y de [0, 1] on ait

T(f)(z,y) < 1.

Montrer qu’on a
! T
/ Far< T
0 4

En appliquant les changements de variables t = cos(u) et ¢t = sin(v), on a :

0

/01 F(0)dt + /0 ()i = /D ¥ sin(u)f(cos(u)du + / ¥ cos(u)f(sn(o))do

_ /0 ® sin(t) f (cos(t)) + cos(t) f (sin(¢))dt.

En utilisant la majoration par 1 avec x = sin(t) et y = cos(t) on obtient :

™

2/01f(t)dt</021dt:g

ce qui donne l'inégalité demandée.



3. On rappelle que I'ensemble des fonctions f définies sur R” satisfaisant

Vo,y >0, f(zy) = f(x) + f(y)

est constitué des fonctions de la forme f: z +— A.In(z) ou A € R et ol on note In la fonction
logarithme népérien. Soit G l'ensemble des éléments de E tels que T'(f)(z,y) = f(zy) pour
tout = et tout y réels.

(a) En considérant cette derniere égalité pour x > 0 et y > 0, déterminer la forme de f(x)
sur R, .

Pour z et y strictement positifs, on a en divisant par zy :
flay) _ fy) | f@)

= —|— s

donc la fonction g : = @ satisfait g(zy) = g(x) + g(y) pour tous réels x et y
strictement positifs. On peut donc affirmer que g est de la forme g(x) = Aln(z) avec
A € R. Cela donne, pour z > 0 :

f(z) = Az ln(x).

Comme f est continue, et comme z In(z) tend vers 0 en 0 par croissances comparées, on

a f(0) =0.

(b) Montrer que pour tout f € G on a f(—1) =0 et en déduire que f est impaire.
On 0= f((—1)?) = =2f(-1) donc f(—1) = 0. Pour tout x réel on a donc

f(=z)=—f(z) +2f(-1) = —f(z)

ce qui donne bien f impaire.

Exercice 5

Soit n € N*. On note : N
I, =/ cos(z)e " dx
0

1. Montrer que l'intégrale I,, est convergente.

L’intégrale est impropre en +oc. On a pour x voisin de +oo :

22| cos(z)e ™| < xe ",

or #2.e7"* tend vers 0 quand x tend vers +oo, donc | cos(z)e "®| est négligeable devant 1/z>
au voisinage de +00. Comme l'intégrale de Riemann f1+oo Tl—gdx est convergente, par théoreme
de comparaison, l'intégrale I,, est absolument convergente, donc convergente.



2. Calculer la valeur de I,, en fonction de n et montrer que la suite (I,,) est convergente de limite
nulle.

On a par double intégration par parties (tous les termes apparaissant sont bien définis) :
+ e
I, = [sin(x)e_m}o * + n/o sin(z)e " dx

_ n(([ cosix)em}g‘” —n /0 - cos(x)emdx>
=n(l —nl,).

Par conséquent, on a :
(1+nH)I, =n

n

e On retrouve bien la limite égale a 0 quand n tend vers +oo.

ce qui donne [, =



