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Exercice 1

VT
1. Calculer I’intégrale / xsin(x?)dx.
0

D’apres le théoreme fondamental du calcul intégral :

NG o\ 1X=VT
/ xsin(x?)dx = [—COS(X )] = 1.
J0 2 x=0
X3
2. Déterminer le domaine de définition de la fonction x — T
x —

3
X .
suivant les valeurs de x € R.

Dressons d’abord le tableau de signes de I’expression
X

X 0 1
x—1 — — 0 +
X — 0 + +
xle + 0 — +

On en déduit que la fonction est définie sur |—co, 0] U] 1, +oo.

2
. . ) x“—=5x+7 .
3. Montrer que la courbe représentative de la fonction x +— 2 possede une asymptote

oblique au voisinage de +oo, dont on déterminera une équation cartésienne.

X2—5x+7 2
Pour tout x > 2 : 2 >1, puis:
X x(x—2)  xoteo

X2 —5x+7 —3x+7
- x= -3,

x—2 X—2  x—orfoeo

Ainsi, la droite d’équation : y =x—3 est asymptote a la courbe au voisinage de +oo.
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10.

. Pour toutn € N, on pose : v, =

. Déterminer les limite a gauche et a droite en 2 de la fonction de la question précédente.

: X2 —5x+47 . X2 —5x+7
Par quotient: lim ——— =+ et lim — =
x—2+ x—2 x—2~ x—2

—0Q,

T
Calculer la dérivée de la fonction x — sin(x)In(cos(x)) définie sur ] ~55 [
La fonction est dérivable par composition et par produit, de dérivée

sin(x)?
— cos(x)In(co — .
£ cos(x)Infeos(x)) — 7S
. Déterminer une forme trigonométrique du nombre complexe a = —3 + V3.

Ona: —3+iV3=2V3 (—\f +i;> =2V3 (cos (56”> +isin (56”»

Une urne contient quatre boules indiscernables au toucher : deux boules avec le numéro 1,
une boule avec le numéro 5 et une boule avec le numéro 8. On pioche au hasard sans remise
une premiere boule, puis une deuxieme. On note X la variable aléatoire égale a la somme des
numéros obtenus. Calculer I’espérance de X.

Notons a le résultat du premier tirage, et b le résultat du second tirage, puis X = (a,b) le couple
formé par ces deux tirages, et enfin G = a+ b le gain. A 1’aide d’un arbre, il vient :

X D[ [08][GD)] G815

1 1 1 1 1 1 1

PX=Gbl ¢ 1 5§16l 6|12 6|12
G 2 6 9 6 13 9 13

. 1 1 1 1 45
Ainsi : E[G]72X6+6X§+9X§+13X67€'
On note (uy),en la suite définie par son premier terme ug > 0 et pour tout n € N @ upq ) =
u% +2u,. Etudier la monotonie de la suite, puis déterminer sa limite.
Pourtoutn e N: wuyi 1 —u, = u,% + u,.
Mais par récurrence immédiat : Vn €N, u, >0, etdonc (u,),cn est croissante.
En vertu du théoréme de la limite monotone, elle posséde une limite £ € R U {+oo}.
Supposons ¢ € R. Alors en passant 2 la limite : ¢ =¢>+2¢, donc: (=0 ou (=—I.
C’est absurde, car pour toutn € N: u, > ug > 0. Donc la suite diverge vers +oo.

_ 3ln(n)*—nP+e

Etudier la limite de la suite (v, ),en.

1 +cos(n)+2n3
3In(n)* 1
1 - n3 e'nd 1 . £
Pourtoutn e N: v, = —5 X O —5 par croissance comparée.
b+ tam "
L4

Résoudre I’équation : Ex —2x>-3=0 d’inconnue x € R, puis d’inconnue x € C.

On reconnait une équation du second degré homogene en x*, dont le discriminant est 10 :

VreC, i@ 3= (¥ — (2+V10)) (x* = (2—V10)).

2

Mais: 2—-V10<2—-V9=—-1< 0, donc les solutions réelles sont \/ 2+ v 10et —1/ 24V 10,
tandis que les solutions complexes sont \/2 +v 10, —\/2 +v 10, i\/\/ 10—2et —i\/ V10—

N =

\S]



Exercice 2

1. Question préliminaire. Montrer que la composée d’une fonction croissante et d’une fonction
décroissante est décroissante.
Soient E et F' deux ensembles de R, f: E — F et g: FF — R deux fonctions. On suppose f
croissante et g décroissante.
Méthode 1. Pour tous a,b € E,si: a<b, alors: f(a) < f(b) car f estcroissante, puis :
g(f(a)) > g(f(b)) car g estdécroissante. Conclusion : go f est décroissante.
Méthode 2. Si f et g sont supposées dérivables, alors f o g est aussi dérivable, et pour tout
x€E: (fog)(x)=g'(x)xf(g(x)). Parproduit,ona: (fog)'(x)<0 pourtoutxeF,
donc f o g est décroissante.

Dans cet exercice, on note I I’intervalle [—1,-+co[, et on appelle f la fonction définie par :
Vxel, f(x)=xe".

2. Dresser le tableau de variation de f.
Par produit, f est définie et dérivable sur /, et sa dérivée est x — (x+ 1)e”.

Par ailleurs : lirf f(x) = +co.  On en déduit le tableau :
X——o0
X —1 o0
' (x) 0 +
~+o0
/ _—
_efl

3. Montrer que la fonction f réalise une bijection de / sur un intervalle J a préciser.

La fonction f est continue et strictement croissante sur /, donc d’apres le théoreme de la bijec-
tion (ou celui des valeurs intermédiaires strictement monotone), elle réalise une bijection de /
sur son intervalle image : J = [—e !, 4ool.

On note g la réciproque de la fonction f, c’est-a-dire la fonction définie par la relation :
Vxel, Vyeld, y=f(x) < x=g().

4. Donner sans démonstration le tableau de variations complet de la fonction g, et préciser g(0).
Ona: f(0)=0, donc: g(0)=0, et:

~+o0

5. Montrer que pour toutx € J :  g(x)et™ =x.
Soitx € J. Posons : y = g(x).
Alors: x=f(y) = f(g(x)), cest-a-dire: g(x)es™ = x.
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Pour tout réel a > 0, on note A, la fonction x — ¢ * + ax? définie sur R.
6. Soita > 0.
(a) Montrer que la fonction 4, admet un minimum.

La fonction A, est définie et infiniment dérivable sur R, de dérivée premiére x — —e ™~ +
2ax et de dérivée seconde x — e * + 2a. On en déduit le tableau :

X —o0 —+o0
R (x) +
~+o0
h; /

La fonction 4, s’annule donc une unique fois, en vertu du théoréme des valeurs intermé-
diaires, disons en ¢. La conclusion découle du tableau suivant :

X —o0 (04 o0
I, (x) — 0 +
7 77
hy(o

On note m, le point en lequel ce minimum est atteint.

(b) Exprimer m, en fonction de a et a I’aide de la fonction g.

D’apres la question précédente, m, est I’'unique solution de I’équation : —e " +2ax=0
d’inconnue x € R. Or :
0 1 1
—e "M+ 2am, =0 <— 2am, =¢e "™ é mee"t = — <— my=g| — |.
S~ 2a 2a
f(ma)
e Ma
(c) Montrer que :  hy(my) = 5 (mq+2).
e Ma
Ona: 2am,=¢ ™, donc: am,= 5 et:
—my —my
ha(mg) = e ™4 am? = e ™M+ X mg = (2+my).

7. Montrer que la fonction a — m, définie sur |0, +oo[ est décroissante, puis calculer ses limites
aux bornes de son domaine de définition.

Par composition, la fonction a — g (2) est décroissante, et par continuité de g sur R :
a

) 1 ) ) 1 .
Ji%hg(za)—xk&kg(”—*w et ahng(za>—x‘£3+g<x>—°'



8. (a) Montrer que la fonction a — h,(m,) est croissante.
—my

Pour touta > 0: hy(m,) = T(ma +2).
—X

Méthode 1. La fonction x — (x + 2)e— est décroissante sur R, car de dérivée x —
e ’
—(x+ 1)7 donc par composition la fonction a — h,(m,) est croissante.
—my m'.eMa

Meéthode 2. La fonction a — (mq+2) estdérivable sur R, , de dérivée a — —— > (mq+

1), donc elle est croissante.

(b) Déterminer la limite de la fonction a — h,(m,) lorsque a tend vers +oo.
—Mg

. 1
Ona: my, P 0 donc par composition h,(m,) = T(ma+2) o5 X 2=1.

Exercice 3

On note ¢ la fonction x — 3sin(x)> — 5sin(x)> + 1 définie sur R, et € sa courbe représentative
dans un repere orthonormé (O; i, f)

1. Le but de cette question est de trouver un intervalle d’étude intelligent de ¢ permettant de tracer
entierement la courbe %'

(a) Expliquer pourquoi I’étude de ¢ sur I’intervalle [— 7, 7| permet de tracer entierement % .
La fonction ¢ est 2z-périodique, donc ¢’ est invariante par translation de vecteur (27,0).

(b) Montrer que le point 7(0; 1) est un centre de symétrie de €.
11 s’agit de montrer que pour toutx € R:  @(—x) —1=—((x) —1).
Or pour tout x € R :
@(—x) — 1 =3sin(—x)> — 5sin(—x)* + 1 — 1 = —3sin(x)’ + Ssin(x)°
= —(3sin(x)5 —5sin(x)* +1—1) = —(p(x) - 1).

. . . T s
(c) Montrer que la droite d’équation : x = ) est un axe de symétrie de €.

. v/ T
Il s’agit de montrer que pour toutx € R: ¢ (5 —x) =@ <5 +x>.
Or pour tout x € R :

(0] (g —x) = 3sin (g —x>5 —SSin(g —x>3+ 1 = 3cos(x)’ —5cos(x)’ +1

—3in(£+ )S—Sin(”+ )3+1— <E+)
=3sin( 5 +x sin 5+ =@ (5 %)

T
(d) Expliquer finalement pourquoi I’étude de ¢ sur [O, 5] permet de tracer entierement la

courbe €. .
Supposons construite la courbe sur [O, 5} . Alors on déduit la courbe sur [0, 7] par symétrie

. T . L .
axiale d’axe : x = 5> puis sur [—m, 7] par symétrie centrale de centre 1(0; 1), puis sur
R tout entier par translation de vecteur (27,0).

2. On note y la fonction x — 3x> — 5x° 4+ 1 définie sur R.
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(a) Calculer y(0), y(1) et y(—1).
Immédiatement : y(0)=1, wy(l)=-1 et wy(—1)=3.

(b) Dresser le tableau de variations de la fonction y.
La fonction y est définie et dérivable sur R car polynomiale, de dérivée

xi—= 150" =152 = 15 (x — 1) (x+ 1).

On en déduit le tableau suivant :

x —oo —1 0 1 o0
V' (x) T 0 - 0 - 0 T
3 too
Y / \ 1 \ /
oo —1

T
(c) En déduire les variations de ¢ sur [0, 5} .
Pour tout x € [O, g] : @(x) = y(sin(x)).
T
Méthode 1. Or la fonction sin est croissante sur [0, 5} et a valeurs dans [0, 1]. Comme

T
la fonction y est décroissante sur [0, 1], la fonction ¢ est décroissante sur [O, 5] par
composition.
T
Méthode 2. Pour tout x € [0, 5} : @'(x) =cos(x)y(sin(x)) >0 carsin(x) € [0,1].

Enfin: @(0)=w(0)=1 et (p(g):wu):—l.

3. Construire la courbe €.

On construit le graphe de ¢ sur [O, g] e ... qu’on complete sur [0, 7] par symétrie par
rapport a ’axe : x= 5

J K ju
0 X_ o N_/
... qu’on compléte sur [—7m, | par symétrie ...qu on complete sur R par 27-périodicité.
centrale de centre O...
N N
J K / J K
o % 0] X__




Exercice 4

1
On note B la fonction définie pour tous a,b € [0,+co| par: B(a,b) = / (1 —1)bdr.
0

1. Justifier que la fonction B est bien définie.
Pour tous a,b € R, la fonction 7 — (1 —¢)? est continue sur le segment [0, 1], donc I'intégrale
définissant B(a,b) est bien définie.

11
2. Le but de cette question est de calculer B (5, 5) .

(a) En effectuant le changement de variable t = cos(G)z, montrer que :
11 H TS
B(—, —) = 2/ cos(0)“sin(6)-d6.
2°2 0

Sionpose: t= cos(@)z, alors :

0
B(;, ;) :é \/005(0)2(1 —c0s(0)?) x (—2sin(0)cos(6)d0O)
— /g lcos(8)] x |sin(8)|sin(6) cos(6)de
JO

= 2/2(:05(9)2 sin(60)2d6.
0

11— 40
(b) Montrer que pour tout § € R:  cos(0)*sin(0)* = %.
in(26)?
Pour tout & € R : sin(20) = 2sin(8)cos(6), donc : cos(6)?sin(6)* = sm(4 ) ,
1 —cos(26 in(20)? 1 —cos(46
puis: sin(0)? = w, donc : sin(26) = cos( )
2 4 8
11
(c) En déduire la valeur de B(E,E)
11 7 1—cos(40) 1 sin(40)1°72  x
Enfin : B(,)_z/ O e = |0 =2
i 272 0 8 4{ 4 |, 8
3. Soient a,b € [0,+oo].
N 1
(a) A I’aide d’une intégration par parties, montrer que : B(a+ 1,b) = at B(a,b+1).

b+1
En intégrant par parties, les fonctions £ — 1! et 7 — (1 —1)? étant de classe €' sur [0,1] :

1
B(a—i—l,b)z/ (1 —1)Pdr

0
1 —l)b_H r=1 1 (1 _t)b—H
— |gat] _d=0" / Defx [ -2
[ x( b+1 ﬂo A s
a+1
= B 1).
prit@b )



(b) Vérifierque: B(a+1,b)+B(a,b+1)=B(a,b).
Par linéarité de I’intégrale :

1
Bla+1,b)+B(a,b+1) = /a“ bdt+/ Pl

:/0 (1= 1) 4141 — )P dt = B(a, b).

=t*(1—1)b(1+1—1)
=%(1—1)?

(c) En déduire une expression de B(a+ 1,b) en fonction de B(a,b).

. Q3a)a—|—1 Q3b)a+1
Ainsi: B 1,b B(a,b+1
insi (a+1,b) bl (a,b+1) bl

(B(a,b)—B(a+1,b)), donc:

a+1 a+1
l1+—— | B 1,b 73 b
(14557 ) Bla+1.0) = 1 8(an)
a+1
a+b+2
(d) Au moyen d’un changement de variable, montrer que : B(a,b) = B(b,a).
Effectuons le changement de variable: w=1—¢, il vient:

1 0 1
B(a,b):/o t“(l—t)bdt:/l (l—u)“ub(—du):/o (1= u)du = B(b,a).

d’ou: B(a+1,b)= B(a,b).

53
(e) En déduire la valeur de B ( X 2)

541
Il vient : B<5,3> Q2o LB §,§ le §,§ , puis:
2°2 3403402 7°\2°2 2 \2'2

13 31 T+1 11 1 /11
et: B =Z,= Qid)B —, = Q9 27 p —,— | ==B| z,= |. Finalement:
2°2 2°2 %+%+2 2°2 2 \2'2

53 3 /11 3n
B(Z,2)==B(=,=)=-—.
2°2)  327\22) " 256

Exercice 5

On note (i) nen la suite définie par ug €]0, 1] et pour tout n € N @ 1| = u, — 16>
1. (a) Montrer que pour toutn € N: u, €]0,1].
Pour tout n € N, on note .77, la propriété :  «u, €]0,1]».
Initialisation. Par hypothese, .77 est vraie.
Hérédité. Soit n € N. On suppose u, €]0,1[. Alors 1 —uZ €]0,1[, donc par produit :
U1 = un(1 —u?) €]0,1[.  C’est exactement .77 |.
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(b) Montrer que la suite converge vers 0.
Pour toutn € N :  wu,11 —u, = —u;z < 0, donc (u,)yen est décroissante. Décroissante
et minorée, elle converge en vertu du théoréme de la limite monotone. Sa limite ¢ € [0, 1]
vérifie I’équation : ¢ =/{— £3, donc ¢ = 0.

1 1
Pour toutn € N,onpose: v, = —5—— —.
U1 Uy

2. Exprimer v, en fonction de u, pour tout n € N. En déduire que la suite (v,),cn converge vers 2.
Pour toutn € N :

N B 1 =) 2up—uy  2—uy

— = —— = = = .

oyt wn(l—w)? (=)t —g)? (1 —)?
2-0

2.

Mais :  u, m 0, donc par composition : v, o 10 =
- 5 définie sur I'intervalle ]0, 1].

(1—x)

(a) Montrer que f est croissante.

3. On note f la fonction x —

Par quotient, la fonction f est définie et dérivable sur |0, 1], et pour tout x €]0, 1] :

;o (FDx(A=x)?—2-x)x(-2(1—x)) 3-x
f(x)— (1—x)4 — (1_X>3 > 0.

Donc f est croissante.

(b) En déduire que la suite (v,),en est décroissante.
Méthode 1. Pour toutn € N: 0 <upyy <u, <1, donc: 0< u,%H <ur<1 car
la fonction x +> x* est croissante sur |0, 1, donc par croissance de f:  f(uz, ) < f(u2),
c’est-a-dire : v, 41 < V.

1 |
Méthode 2. Pour toutn € N: v, = —— X (1 -+ 2) >2 caru,€)0,1].
1 —u; I —u;

(c) Montrer que pour toutn € N: v, > 2.
Pourtoutn € N: u, €]0,1[, donc: u2€]0,1[, donc par croissance de f :

v = f(up) > f(0) =2.

Q" vo+ -+,
= — vk =
n+1/5 n+1
4. (a) Justifier que pourtoutn € N: vy > x, > vy,.
Soit n € N. Pour tout k € {0,...,n} ona: vy > v > v, carlasuite (v;),en est dé-
n n

Pour toutn € N, on pose :  x,

n
croissante. En sommant, il vient : Z Vo > Z Vi > Z Vp, Cest-a-dire: (n+1)vg >
k=0 k=0 k=0

n
Z v > (n+1)v,. Parsuite: vy>x, > v,
k=0
(b) Montrer que la suite (x,),cn est décroissante. En déduire qu’elle converge, puis que sa
limite L vérifie: L > 2.
Pour toutn € N :

1 1
Xpi1 = (Var1+(n+1)x,) < n+2(vn—|—(n—|— x,) < m(xn—k (n+ 1)xy) = x4.

n+2

Donc (x,),en est décroissante. Comme elle est minorée par 2, elle converge et : L > 2.
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(c) Montrer que pour toutn € N:  2xp,411 —x, <v,+1. Endéduire que L = 2.
Pour toutn € N :

2x X 2 2% 1 . 1 i y simplification 1 ZEI )
2n+2 = n+1/= EY
1 2l |
_n+1k;”vn+l n+1 2n+1—=(n+1)+1)vpp1 = vui

En passant a lalimite : 2L —L <2, c’est-a-dire: L <2.
Or: L>2, donc: L=2.

(d) Exprimer simplement x,,_; en fonction de u,, pour tout n € N.
1 n—1 1 n—1

1 1 télescopage 1 1 1

Pour toutn € N : xn,lszvk:—Zz———z =PAE Z ——— ]
n ‘= n/=u u n\u u
k=0 k=0 "k+1 k n 0

(e) En déduire la limite de (nu2),en.

On en déduit que pour tout n € N : nu% = > —.

Exercice 6

1. Question de cours. Dans cette question, on fixe deux nombres réels a et b.
(a) Montrer que : (cos(a)+isin(a)) x (cos(b) +isin(b)) = cos(a+b) +isin(a+b).
I1 suffit de développer et de reconnaitre les formules d’addition :

(cos(a) +isin(a)) x (cos(b) +isin(b))
= cos(a) cos(b); sin(a) sin(b) +i (cos(a)sin(b) +sin(a) COS(Z’)))/

=cos(a+b) =sin(a+b)
=cos(a+b)+isin(a+b).

(b) Montrer par récurrence que :  Vn €N, (cos(a)+isin(a))" = cos(na) +isin(na).
Pour tout n € N, on note .7, la propriété :  « (cos(a)+isin(a))" = cos(na) +isin(na) ».
Initialisation. Ona: cos(0a)+isin(0a) =1 = (cos(a)+i sin(a))o, donc J7 est vraie.
Hérédité. Soit n € N. On suppose :  (cos(a) +isin(a))" = cos(na) +isin(na). Aussi-
tot :

(cos(a) —i—isin(a))nJrl = (cos(a)+isin(a))" x (cos(a) +isin(a))
= (cos(na) +isin(na)) x (cos(a)+isin(a))

Qla) s ((n+1)a) +isin((n+1)a).

C’est exactement .77, 1.

L objectif de cet exercice est de résoudre 1’équation : 2%+ (7 —i)z> —8—8i=0 d’inconnue z € C.
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2. (a) Déterminer a,b € R de sorte que :  (a+ib)> = 80+ 18i.
Pour tous a,b € R,ona: (a+ib)* = a* —b* 4 2iab.
On cherche donc a,b € R pour lesquels : a>—b*=80 et 2ab=18.
Lesnombres: a=9 et b=1 -conviennent, et on peut vérifier que :

(94i)2 =81+18i—1 =80+ 18i.

(b) En déduire les racines de I’équation : x>+ (7 —i)x—8—8i=0 d’inconnue x € C.
Le discriminant de 1’équation est :

(7—1)> —4x 1 x (—8—8i) =49 — 14i — 1 +32+32i = 80+ 18i = (9 +1)°.

—(7—1)+(9+1) i et —(7—1)—(9+1i)
2 2
3. (a) Vérifier que pour tous a,b € C: a® —b> = (a—b)(a* +ab+b?).
En développant :  (a—b)(a*+ab+b*) = a’ +a*b+ ab* — ba® —ab* —b* = a® — b°.
(b) En déduire les racines cubiques complexes de —8, c’est-a-dire les nombres complexes
z € C pour lesquels : 7> = —8.

_Q—(_92)3 _
Pourtoutz€ C: 7°+38 =2 (Z+2)(22—22+4)AfZIZ(Z—i‘z)(Z_(l+i\@))(z_

(1— 1\@)) —0. Les racines cubique de —8 sont donc —2, 1 —iv/3 et 1 4+iv/3.

Les solutions sont donc : = —8.

4. (a) Ecrire 1+1i sous forme trigonométrique.
T T
Ona: 1+i=+V2 (cos <Z) +1isin <Z>)
(b) En déduire les solutions de 1’équation : Z2=1+i dinconnueze C.
Vous écrirez les solutions sous forme trigonométrique.
Soit z = p(cos(@) +isin(6)) une solution de I’équation écrite sous forme trigonomé-

trique.
Alors: 22 =1+i < p3(cos(36)+isin(39)) =2 (cos (g) +isin (g)) donc :

pPP=V2 et 30= %[27:]

3/ 2
et donc : ng\@:\% et sz[;}

Les solutions sont donc :
\6f2<cos (£)+isin <£>> \% cosS 3—n +1isin 3—7r
12 12/’ 4 4
6 177 .. 177
et \[2<c0s (12> +1isin (12>>

Exercice 7

Une entreprise fabrique des casques audio. Dans sa production, 5% des casques ne sont pas
conformes (ils ont un défaut). Afin de détecter les casques défaillants, I’entreprise met en place un
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contrOle qualité : ce contrdle permet de rejeter 96% des casques défaillants, mais rejette malheureu-
sement également 7% des casques en état de marche.

Dans la suite, on note R I’événement « le casque est rejeté », et D I’évenement « le casque est
défaillant ».

1. On choisit un casque au hasard dans cette production.
(a) Calculer P (FQD) , c’est-a-dire la probabilité que le casque ne soit pas rejeté au contrdle
qualité et qu’il soit défaillant.
Ona: P (EHD) = IP’(F|D) x P(D) = 0,04 x 0,05 = 0,002.
(b) Quelle est la probabilité qu’il y ait une erreur de contrdle ?

Il y a une erreur de contrdle lorsque le casque n’est pas défaillant et qu’il est rejeté, ou
bien lorsque le casque est défaillant et qu’il n’est pas rejeté. On cherche donc :

P((RND)U(RND)) =P (RND)+P(RND) =P (R|D) x P(D)+P(R|D) x P (D)
= 0,04 x 0,0540,07 x 0,95 = 0,0685.

(c) Quelle est la probabilité qu’il ne soit pas rejeté par ce contrdle ?
Un casque n’est pas rejeté s’il n’est pas défaillant et qu’il n’est pas rejeté, ou bien s’il est
défaillant et qu’il est rejeté. On cherche donc :

P((RND)U(RND)) =P (RND)+P(RND) =0,95x0,93+0,05 x 0,04 = 0,8855.

A la suite du test, les casques qui sont détectés défaillants sont détruits, et ne sortent donc pas de
I’usine. L’entreprise fabrique 10000 casques chaque jour.
2. Combien de casques sortent effectivement chaque jour de I’entreprise en moyenne ?
Le nombre de casques suit une loi binomiale de parametres 10000 et 0, 8855, dont I’espérance
vaut : 10000 x 0,8855 = 8855.

La production d’un casque cofite 20 euros. Chaque casque sortant de 1’usine est vendu 80 euros, et on
suppose que tous les casques sont vendus. Cependant, I’entreprise, qui tient a sa réputation, promet
de payer 160 euros aux malheureux clients qui auraient acheté un casque défectueux.

3. Combien rapporte en moyenne un casque a I’entreprise ?

Les casques détruits colitent 20 euros a I’entreprise (perte seche), les casques conformes qui
sortent de 1’usine rapportent 60 euros, tandis que les casques non conformes qui sortent de
I’usine cofitent 100 euros. Si on note G le gain d’un casque :

E[G] =60 xP(DNR) —20 x P((DNR)U(DNR)) — 100 x P (DNR)
=60 x 0,95 x 0,93 —20 x (0,95 x 0,07 + 0,05 x 0,96) — 100 x 0,05 x 0,04
=50,52.
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Exercicen® 1

Soit I’application f définie sur R* par : f (x) = x?Ln (x) — xz_z si x>0 et f(0)=0.

1. Etudier la continuité et la dérivabilité de f & droite en zéro.

La fonction est bien continue en zéro a droite : Ll;)m flx) = Ll;)m x?(lnx— %) =0=1(0)
Pour la dérivée a droite en zéro, ona: L%m@ = 0.

2. Etudier les variations de f et donner I’allure de son graphe.

La dérivée de f est égale a : 2 x Ln x qui s’annule pour 0 (avec la condition f(0)=0) eten 1. La
fonction est décroissante entre O et 1, puis croissante. Elle vaut -1/2 en x=1. Son graphe admet
une branche parabolique dans la direction Oy.

De plus, la fonction est convexe pour x>1/e. La fonction s’annule en racine de e.

~N

B O Rk, N WA GO

3. Calculer I = [ f(x) dx.

Ona:l = ffoLn (x) dx—ffxz—2 dx =]—(eiT_1)
. C . e b € e x? e x3

Puis on integre J par parties, pour obtenir : J = [? Lnx]1 - f1 ?dx =57 |5 ]1.

Par conséquent : | = lis (5+e?)

4. Montrer que 1’équation f(x) = x admet deux solutions sur R* dont I’une est comprise entre

Jeete.



x=0 est une solution triviale. Pour x>0, on étudie les variations de y=x Ln x-x/2 -1: cette

- , . . - 1 . . 1
fonction est décroissante et négative pour 0 < x < —= et strictement croissante pour x > —=.

Elle vaut de plus -1 en x = +/e et g— 1 = 0.65 en x = e. D’aprés le théoreme des valeurs
intermédiaires, elle admet donc une unique racine comprise entre /e et e.

Exercice n° 2

Soit la fonction g définie sur R* par: g (x) = e #* (2x? + 1).

1. Etudier les variations de g et tracer son graphe.
La dérivée est égale a : e 2* (—4x? + 4x — 2) < 0, la fonction est donc décroissante de 1 a 0.

1,5

1
0,5 \\\“--~.____~

0

—\

2. Etudier la convexité de g.
La dérivée seconde est égale a: 8e 2* (x2 —2x + 1) > 0 et la fonction est strictement
convexe.

3. Calculer I = folg(x) dx.

Une primitive de g sera de la forme : G (x) = e™2* (ax? + bx + ¢). On calcule sa dérivée et
on identifie les polyndmes pour obtenir: G (x) = —e™2* (x> + x + 1), d’ou la valeur de

yeo o x . 3
I’intégrale : [ = 1 — =

Exercice n® 3

Le plan complexe P est rapporté a un repére orthonormé.
Soit A le point de P d’affixe 2i.

Soit f: P — A — P définie par: f(z) =

z+1
z=2i

1. Déterminer 1’ensemble E des points de P dont I’image par f est un nombre réel non nul.
.y 2 +1 N . - N
On doit résoudre : Z—z = a, 0U a est un nombre réel non nul, soit le systeme :

x+1=ax;y=a(y—2) etenéliminant a entre les deux équations, on obtient : y = 2x + 2
(a I’exception du point A).

2. Déterminer I’ensemble F des points de P dont I’image par f a pour affixe un nombre
imaginaire pur non nul.



On procéde de fagon analogue pour obtenir le systtme: x+ 1= —a(y —2);y = ax et en
éliminant a entre les deux équations, on obtient : (x + %)2 +(y—1)?%= %.

11 s’agit donc d’un cercle de centre A(-1/2,1) et de rayon g

Exercice n® 4

Les deux questions suivantes sont indépendantes.

1. Une entreprise de location de voitures particuliéres propose a sa clientele deux tarifs :

Tarif A : prise en charge 60 dollars par jour et prix unitaire au km : 0,40 dollar.

Tarif B : prise en charge 80 dollars par jour et prix unitaire au km : 0,30 dollar.

Un automobiliste va effectuer un voyage d’affaires de 3 jours.

Déterminer le tarif le plus avantageux pour I’automobiliste en fonction du nombre de kilometres
parcourus.

Pour le tarif A: y = 3 x 60 + 0,4x et pour le tarif B: y = 3 x 80 + 0,3x. Ces deux droites se
coupent pour x=600. Par conséquent, si I’automobiliste parcourt plus de 600 kms, le tarif B est
préférable, sinon c’est le tarif A.

2. La fonction d’offre Q exprime la quantité produite q d’un bien en fonction de son prix p :
4 si 0<p<2

q=Q(®)olQ (p)=8(6—p)/* si 2<p<5

(p—3)% si p=5
Etudier la continuité et la convexité de Q sur chaque intervalle (de la définition) et tracer son
graphe.
La fonction est continue, car les fonctions ont les mémes valeurs en 2 et 5.
La fonction n’est pas dérivable en 2, car la dérivée a gauche est nulle et celle a droite vaut V5.
De méme, la fonction n’est pas dérivable en 5, car la dérivée a gauche est égale a 4 et celle a
droite vaut 12.
La fonction est convexe sur chaque sous intervalle car les dérivées secondes sont positives ou
nulles. Et méme la fonction est convexe sur son ensemble de définition.

Q

50

4

Exercice n®°5

Une urne contient 8 boules numérotées : 3 boules portent le chiffre 1, 3 boules le chiffre 2, 1
boule le chiffre 3 et 1 boule le chiffre 4. On tire au hasard simultanément deux boules et on note
x ety les deux chiffres obtenus.

On considére la variable aléatoire X définie par: X = |X— y| .
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1. Déterminer la loi de probabilité de X et calculer son espérance.

Le nombre total de cas est : C2 = 87 ~ 28. La loi de probabilité est :
X 0 1 2 3
P (X) 6/28 13/28 6/28 3/28

L’espérance est :

13+12+9 17
i=0

2. Calculer la variance de X.
Ona:Var(X) = E(X2) — (E(X))” e

, 13+24+27 16
E(X)—Zpl =2

d’ou Var(X) =2 - (5)2 =159

7 14 196

3. Soit la variable aléatoire Y= - 2X+1. Calculer son espérance et sa variance.
Onobtient: E(Y)=-2E(X)+1=-10/7 etVar(Y) = 4Var(X) = 159/49

Exercice n®° 6

n

Pour n entier naturel non nul, on considére la fonction T, définie par : fo(x)=

1+ X

1. Etudier les variations de fn selon les valeurs de n.
Si n est pair, la fonction est également paire et si n est impair, la fonction est impaire. On fera
donc I’étude que sur les réels positifs.

n-1 _ 2
La dérivée est égale a: f'n (X) =~ (n+(n—2)x")

1+x%)°
- Sin=1, la dérivée est égale a: f 1 (x) = % qui s’annule pour x=1. La fonction est
croissante entre 0 et 1 puis décroissante.
- Si n=2, la dérivée est égale a: f 2 (X) = (1+2—XX2)2 qui s’annule pour X=0. La fonction est

croissante sur les réels positifs et son graphe admet une asymptote horizontale y=1.
- Si n>2, la fonction est strictement croissante sur les réels positifs.

2. Tracer le graphe de f, etceluide f,
- Graphe de f,



0,5
. \/_\
-0,5
- Graphe de f,

0,5

1
3. Soit 1 =jfn (x) dx
0

- Calculer |, et 1,

[ X 1 Ln2
|1=£1+X2 dx:E[l_n(1+x2)];:T
|2 :j; Xzde:j;(l_ 12)dX:[X_ArCth]:(L):1—Z

ol+X 0 1+x 4

- Calculer I, pour tout n (on distinguera selon que n est pair ou impair).

Pour n pair (n = 2p) :
x?P

1+ x2

= y2P~2 _ 42p—4 + e+ (= p+1 —1)P
X X 1 + 1
et

Lo ] 1
7 2p—1 2p-3

+ o+ (P 4+ ()P %.

Pour nimpair (n = 2p + 1) :

x2p+1
i xPP7l— 273 e (—D)PH X + (—1)P

1+ x?
et
1 1 1 Ln 2
I = — — —1)p+1_ —1)P ——.
2p+1 = o) 2p—2+ +(=D 2"‘( ) >




