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Le sujet est constitué de deux problemes indépendants. Tout résultat donné dans 1’énoncé
pourra étre admis dans les questions suivantes. La qualité de la rédaction sera prise en compte dans
I’évaluation. Tous les résultats seront encadrés.

1 Probleme d’analyse

Dans ce probleme, nous nous intéressons a I’étude de certaines propriétés de la fonction zéta de
+00 1
Riemann définie par ((z) = —.
n
n=1

Partie I : Graphe de la fonction ¢

1. Déterminer le domaine de définition D de la fonction (.

. . . 1 . .
Soit € R. La série de Riemman g — converge si et seulement si x > 1.
n

n>1
Par conséquent, le domaine de définition de ¢ est D =|1, +o0|.
2. Démontrer que ( est continue sur D.

1
Pour tout n > 1, la fonction f, : ¥ € D v — = exp(—xIn(n)) est continue sur |1, +oo[.
n

Soit @ > 1. On a pour tout = € [a, +00], — < — et la série de Riemann de terme général
n n
1 o . : :
— converge. On en déduit donc que la série de fonctions E fn converge normalement
n '
n>1 n>1

donc uniformément sur tout intervalle de la forme [a, +o00[ avec a > 1.
Par suite, ¢ est continue sur |1, +o00[.



3. Déterminer la limite de ((z) lorsque x tend vers +oo.

1 1
Tout d’abord, 0na——>1etp0urt0utn>2 — —— 0.

17 z—+4 nt zr—+oo

Soit a > 1. D’apres la question précédente, la série de fonctions définissant ¢ converge unifor-
mément sur [a, +oo[. On en déduit :

4. a)

Démontrer que la fonction ¢ est de classe C*° sur son domaine de définition D et donner
I’expression de ses dérivées sous forme de séries.

1
Tout d’abord, pour tout n > 1, la fonction f, : z € D = — = exp(—xIn(n)) est de
n

() () — (Z(m)*

classe C* sur |1, +oo[ et pour tout k£ > 1 et pour tout z €]1, +o00],

nx
1 k
Soit @ > 1. On a pour tout z € [a, +00], A (:r)’ < n(z) . Or,
n
at1In(n)®  In(n)*
pep )l 1n(n) 0
n n 2 n—+o0o

. . . 1
par croissances comparées. La série de Riemann de terme général <a+1 converge
n 2 n>1

a—+1
car

> 1, on en déduit donc que la série de fonctions Z J T(Lk) converge normalement
n>1
donc uniformément sur tout intervalle de la forme [a, +00] avec a > 1.

Par suite, ( est de classe C* sur |1, +o00| et pour tout k > 1 et x €]1, +00],

too n(n k
@)=Y ( ln(x )"
n=1

En déduire les variations de la fonction  ainsi que sa convexité.
X In(n)

D’apres la question précédente, on a pour tout = > 1, {'(z) = — Z — < 0 donc ¢
n=1

est strictement décroissante sur |1, +o00[.

+oo 2
1
De plus, on a pour tout = > 1, {"(x) = g n('rz) > 0 donc (¢ est convexe sur |1, +0o0].
n

n=1

1 ntl g 1
SoithletazeD.Montrerque:—g/ —dt < —.

(n+1)* n 1 n®

1
La fonction ¢t € [1, +oo[— = est décroissante donc on a pour tout t € [n,n + 1],

IN

1 1
tr

1
R —
(n+1) = e

n .

2



n+1 1 n+1 1 n+1 1
Par croissance de I'intégrale on en déduit / ——dt < / —dt < / — dt,
n (n + 1):2: n t* n n®
n+1 1 1

1
c’est-a-dire : —— < / —dt
CETEA = e

b) En déduire un équivalent de () lorsque x — 17.
On fixe z > 1. Soit N > 1. Sommons les inégalités obtenues précédemment de 1 a N :

N 1 Nl g N
ey [T luey L
(n+1) =t n

n=1

n=1

Par changement d’indice sur le terme de gauche et par relation de Chasles sur le terme
central, on obtient :

N+1

N+1
nx_/ —dt<Z— (%)

N+1 N+1
D’une part, Z e —— ((x). Ensuite, Z Z ——1 m ((x)—1. Enfin,
N+1 1 tlfm N+1 N =+ 1)1-= 1 1 1
1 t* 1—2], 11—z l—-2 No+o 1—2 2x-—1

car 1 —xz < 0.

1
Par passage a la limite dans I’équation () on obtient alors ((z) — 1 < — < ((x),
x [—

1 1
1 <((z) < -1 + 1. Cette inégalité étant vérifiée pour tout x > 1, on
— o

1
btient 1 =17 (2 -1 ——1d i~ :
obtient lorsque x (r —1)¢() o onc ¢(x) N T—

c’est-a-dire,

6. En utilisant I’ensemble des questions précédentes, donner une représentation graphique la
plus précise possible de la fonction ¢ sur son domaine de définition.



Partie II : Un prolongement de la fonction (

i
On pose n(z) = Z BT
n=1

7. Démontrer que 7 est défini sur |0, +o0].

—1 n—1 1
Soit x € RY.. La suite <<)T> est alternée et la suite <T> est décroissante et
v n>1 W/ n>1
tend vers 0 donc le théoreme spécial des séries alternées assure la convergence de la série
-1 n—1
Z % Par conséquent, n est bien définie sur |0, +ool.
n
n>1

. Montrer que pour tout z > 1, on a : ((z) — n(z) = 2'7%¢(z).
Soit x > 1. On a

+o0 +o0 —1 +00 n +o0 +00
1 (=" 1+(=1) 2 I U S
4(3/‘)—77(”/‘):2@—27:ZT:Z@W=2 > =2"""()
n=1 n=1 n=1 p=1 n=1
car les termes impairs s’annulent.
. L e \ Sy (@)
. Démontrer que la fonction ¢ définie pour tout x € R \ {1} par ((z) = o=z est un

prolongement de classe C*° de la fonction (.

o~

Tout d’abord, Z’est un prolongement de ( car E\]l,+oo[ = (. De plus, d’apres la question 4.,
est de classe C* sur |1, 4o0].
La fonction | [0,1] — R est de classe C* sur |0, 1].

1 1

T T o T 1T exp((1— 2) In(2))
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Il reste donc a prouver que la fonction 1 est également de classe C*° sur |0, 1].
Soit n > 1. La fonction g, :| ]0,1] — R est de classe C*.

(_1)1171
nx

(=1)" (= In(n))*

n® '
—1)" 1 (—=1n(n))* In(n)*
Or, la suite (( ) (m (n)) > est alternée et la suite < <$) ) converge vers 0.
n n>1 n n>1

Démontrons que cette derniére suite est décroissante a partir d’un certain rang.

xr =

Pour k > 1 et = €]0, 1] fixés, on a gék)(x) =

Pour cela on considere la fonction ¢ :| [1,4+00[ — R . La fonction ¢ est dérivable sur

In(t)*

X
[1, +oo[ et pour tout ¢ € [1,4o00[, ¢'(t) = In(t)*1¢=*=1(k — xIn(t)). Ainsi, ¢ est décroissante
In(n)*

n

t

sur [exp(%),%—oo[. Par conséquent, la suite < ) est décroissante a partir du rang
n>1

No = lexp(¥)] + 1.
On peut donc appliquer le critere spécial des séries alternées qui assure la convergence simple
de la série de fonctions Zg,(f). Soit a €]0,1[. On a pour tout N > Ny et = € [a,1],

n>1
oo -1 k k k
1) (=1 In(N In(N
Z (=) (=In(n)) < n(N) < n(y) 0. Donc la suite des restes de la
< n® N® N@  No+oo
n—=
série de fonctions Z ¢%) converge uniformément vers 0 sur tout intervalle de la forme [a, 1]

n>1
avec a > 0. On en déduit que n est de classe C* sur |0, 1[.

Ainsi, la fonction Z’est un prolongement de classe C*° de la fonction (.

Partie III : Calcul de valeurs particulieres

+00 1 +00 1
Dans cette partie on se propose de calculer les valeurs de ((2) = Z — et ((4) = — 2
n=1 n n=1 n

I’aide d’une série de Fourier.
Soit f la fonction de R dans R, 27-périodique et paire, telle que f(z) = = pour tout = € [0, 7.

10. Calculer les coefficients de Fourier trigonométriques de la fonction f.



7'[' i
y=f(z)
0 77 T
f est une fonction paire donc pour tout n > 1 on a b,(f) = 0.
1 2 [T 22
De plus, le terme constant vaut ag(f) = — fydt=— [ tdt= I
T J_ T Jo 2
1 (7 2 [T
Enfin, pour tout n > 1 on a : a,(f) = — f(t)cos(nt)dt = — [ tcos(nt)dt
™ J_x ™ Jo

On effectue une intégration par parties :

/Owtcos(nt) dt = [tsm(nt)r _ /OW Mdt _o+ [cos(nt)}7T _cos(nm) =1 _ (~1)" — 1
’ 0

n n n? n? n?

2

car sin(nm) = 0 et cos(nm) = (—1)". Donc, pour tout n > 1, an(f) = —
™m

(=" =1).

4 = cos((2n + 1
11.  a) Justifier que pour tout x € [, 7] on a : |z| = g — = Z %.
La fonction f est continue sur [0, 7] puis sur [—7, 7] par parité et enfin sur R par 27-
périodicité. f est de plus de classe C! sur tout intervalle de la forme |k, (k-+1)7[ pour tout
k € Z. Et, pour tout p € Z, lim f'(z) =-1, lim [f/(z)=1, lim  fl(z)=1
T—2pT— z—2pnt z—(2p+1)7w—

et lim  f/(z) = —1. Donc f est de classe C* par morceaux sur R.
z—(2p+1)7t

Par suite, d’apres le théoreme de Dirichlet, f est égale a la somme de sa série de Fourier.
Ainsi pour tout z € R,

_Go(f) = T2 OO( nr—1
f(x) = —/—>+ Zan(f) cos(nz) = 3 + . Z — cos(nx).
Or, pour tout p>0ona (—1)2? —1=0et (—1)?’"! —1 = —2 donc

“+o00

Z (_D#cos (nz) —22 cos((2p+ 1)z).



+o0o
4 2 1
Pour tout x € [—7’[‘,7‘(]’ f(x) = |;p’ donc on retrouve bien |:E’ = T_2 w

2
2 mi (2n+1)

2
. T
b) En déduire que ((2) = R
Evaluons la relation obtenue & la question précédente en x = 0. On obtient :

4 1 = 1 2
Doy Cestaedire Y ———— = T
2 w§(2p+1)2 ce lrepz:;(zpﬂ)? g

Or, par somme de séries convergentes,

+o00 1 1 +00 1 71'2
> PEa b PR
= 2 +00 9
3 1 T . ) 1 -
Donc, 4; 2T ce qui donne bien ;:1 il

12. En utilisant la question 10. déterminer ¢(4).

La fonction f est continue donc ’égalité de Parseval s’écrit :

|a° s 4l Z|an - ;ﬁ/:f(tfdt

Cela donne :

2 +00 3
™ 1 16 17
— 4 = E 5 . ——
4 2p:07r(2p+1) T3
+oo 4 4
. - 1 T 1 1 T
On obtient ainsi : pEO T =g X <3 - 4) =%
+o0 1 1 +o0 1 7_‘_4
Or, par somme de séries convergentes, nE 7 E E 2p 1) =1 p§:1 o + %

I 4 4 4
15 1 0 167 U
TS ; nt g AW EONE ; nt T 1596 90



Partie IV : un lien avec les nombres premiers

N
Soit (uy)n>1 une suite de réels strictement positifs. Lorsque la suite (H ) converge vers

N>1

n=1
une limite finie non nulle, on dit que le produit infini de terme général (u,),>1 converge et on note :

-

Dans le cas contralre on dit que le produit infini de terme général (uy,),>1 diverge.

13.

a)

lim Hun
N—H—oo -

Soit (uy)n>1 une suite de réels strictement positifs. Démontrer que le produit infini de

terme général (uy,),>1 converge si et seulement si la série g In(u,) est convergente.
n>1

Dans un premier temps, supposons que la série Zln(un) est convergente. Soit N > 1.

n>1
N
H Up = €xp <ln (H un>> = exp (Zln(un)> .
n=1 n=1
N +o00
La suite (H un> converge donc vers exp (Z ln(un)> > 0 par continuité de la
n=1 N>1 n=1

fonction exponentiellg donc le produit infini de terme général (u,,),>1 converge.
Réciproquement, supposons que le produit infini de terme général (u,),>1 converge.

Alors,
N N +o00
1 n =1 n 1 n

400
car H Uy > 0 par définition de la convergence du produit infini et par continuité de la

n=1
fonction logarithme. Ainsi, la série Z In(uy) est convergente.

n>1

Démontrer que I’ensemble des nombres premiers est infini.
Supposons par I'absurde que I’ensemble des nombres premiers soit fini, on le note donc :
{p1,p2,...,Pny,} OU Ny € N* désigne le nombre de nombres premiers. On pose :
P = 1+p; XpaX---Xpp,. Alors P est un entier naturel non nul donc il admet une décom-
position en facteurs premiers ce qui implique 'existence d’un indice ig € [1, ng] tel que p;,
divise P. Or p;, divise aussi p1 X pa X - - - X pp, donc p;, divise P —p1 X pa X -+ X ppy = 1
ce qui n’est pas possible.

En conclusion, I’ensemble des nombres premiers est bien infini.

On note (pn)n>1 la suite des nombres premiers rangés dans l'ordre croissant et on fixe
x> 1.

i) Démontrer que la série Z

Converge



La suite (pp)n>1 est une suite d’entiers strictement croissante, elle vérifie donc pour
1 1
tout n > 1, p, > n. On a donc pour tout n > 1, — < —. Or, la série de terme
n
1

général <x> converge car x > 1 donc par théoreme de comparaison des séries
n
n>1

n

. . 1
a termes positifs, la série E — converge.
n>1""

1
ii) Apres avoir justifié que pour tout n > 1, P— > 0, établir la convergence du
—DPn
1
produit infini de terme général (—_x) .
L—pn” /) p>1

1
Soitnzl.Onapn>1doncl—p;$>0don0177>0.

A présent, étudions la nature de la série Z In <1x) On a,

n>1

1 . —X —T
In (1—W> =-In(l-p,") ~ »"

1
Or, la série de terme général (T converge donc par théoreme de comparaison des
‘ n>1

n

séries a termes positifs, on en déduit que la série Z In (1_$> converge et donc que
— Pn

n>1
1
le produit infini de terme général <_$> converge.
— DPn n>1
14. Soit x > 1.
m M 1
a) Fixons deux entiers naturels non nuls m et M. Justifier que H z o = Z —
x
k=1 \ip=0 (py) NEAm M
ou Ap v = {plfp’; P (i, i) € [[O,M]]m}.
On a:
m Mo M M M 1
k=1 \ir=0 (p2k>x i1=01i2=0 im=0 plllxpézx .. .p?!ibw

1

11,12 im\z
0<in inosim<t PID2 - DY)

1
-3 =

n€Am M

xT



+00 1
b) En déduire que ((x) = H e
n=1 1- Pn
Soit N > 1. On se donne my et My tels que [1, N] C Ay a1, Par exemple, en prenant my
I'indice du plus grand nombre premier apparaissant dans les décompositions en facteurs
premiers de tous les nombres de [1, N] et My la plus grande puissance apparaissant dans
les décompositions en facteurs premiers de tous les nombres de [1, N].

Remarquons qu’alors, on a [1, N] C A,, pr pour tous m > mg et M > Mj.

N +o0
. 1 1 .
Soit donc m > mg et M > My. On a : Zﬁ < Z o < Zﬁ’ c’est-a-dire :
n=1 nE€EAn, M n=1
N 1 m M 1
LT[y ) <
— n< i\ (pzc)m
Moo Mo 1
Or, pour tout k € [1,m], — = . —.
ZKZ::O (pf)® Zkzzo (Pp)%* M—too 1 —p.*
N m 1
Ce qui donne alors en passant & la limite M — oo, Z — < — < ((x), puis,
— n 1—p
n=1 k=1
N +o0o 1
en passant a la limite m — +o00, on obtient : Z — < H — < ((2).
iU
~+00 1
I1 ne reste plus qu’a faire tendre N vers +oo pour avoir ((z) = H =
_ — Dy
k=1

1
15. Déterminer la nature de la série Z —.
o1 Dn

. . . Ca
Supposons par ’absurde que la série E — soit convergente. Dans ce cas, de maniere similaire
Pn
n>1

1 1
a 13.c)ii) on obtiendrait la convergence de la série Z In <_1 > (puisque In <_1 > ~ pgl)
n>1 1- Pn 1- Pn n—+00

1
et donc du produit de terme général <_1> .
- Pn n>1

1 1
Or, pour tout x > 1 et tout n > 1, 0 < < 7 ce qui implique que pour tout

I—pn® = 1—pn

N

N > 1, ﬂl < H
B n:11_p;$*

n=1

l — - En faisant tendre N vers +o0o on obtient d’apres la
—

—+00
1
question précédente ((x) < | I P ce qui implique que ¢ est bornée sur |1, +ool.
_ — Pn
n=1

Or, on a observé que cela est faux en Partie I car ((x) —— +oo.
z—1

. ) ..
En conclusion, la série E — diverge.
n>1 Pn

10



2 Probleme d’algebre

Notations

Dans ce probleme n est un entier naturel fixé supérieur ou égal a 2. Nous utiliserons également
les notations suivantes :

Pour tout nombre complexe z, le réel positif |z| désigne le module de z.

M, (R) (resp. M, (C)) désigne 'ensemble des matrices carrées de taille n & coefficients réels
(resp. complexes).

R™ (resp. C™) désigne I'ensemble des vecteurs a n coordonnées réelles (resp. complexes)

n
Pour z = (z1,...,2,) € C", on note : ||z||; = Z ||
k=1

Pour A = (aij)1<ij<n € Mp(C), la matrice |A| est la matrice donnée par (|a;;|)i<i j<n-
De méme, pour = (z1,...,2,) € C", le vecteur |z| est le vecteur donné par (|z;|)i1<i<n.

Pour A € M,,(C), on note Spr(A) 'ensemble des valeurs propres complexes de A (qui est
non vide) et on définit p(A) = max{|\|; A € Spc(A)}.

Pour A € M, (R), on note Spc(A) l'ensemble des valeurs propres complexes de A consi-
dérée comme un élément de M,,(C) (qui est non vide) et on définit de la méme maniere
p(A) = max{|A]; A € Spe(4)}.

Soit A € M, (C) et A\g € Spe(A). On dira que Ay est une valeur propre dominante de A si
pour tout A € Spc(A), ona A # Ay = |A| < |Aol.

Partie I : Généralités sur les matrices positives

1.

Une matrice A = (aij)i<ij<n € Mn(R) est dite positive (resp. strictement positive) si on a
pour tous (i,75) € [1,n]?, aij > 0 (resp. a;; > 0). On notera alors A > 0 (resp. A > 0).

Si A et B sont deux matrices de M, (R) telles que A — B est positive (resp. strictement
positive), on notera A > B (resp. A > B).

De méme, un vecteur z € R"™ est dit positif (resp. strictement positif) lorsque pour tout
i € [1,n], z; > 0 (resp. z; > 0). On notera alors > 0 (resp. x > 0).

Si z et y sont deux vecteurs de R™ tels que z — y est positif (resp. strictement positif), on

notera x >y (resp. x > y).

Exhiber une matrice positive, non nulle, qui ne soit pas strictement positive.

La matrice A = ((1) 8) convient.

11



. Soit A € M, (R) une matrice positive et B € M, (R) une matrice strictement positive.
Démontrer que si AB =0, alors A = 0.
On note A = (aiyj)lgmgn et B = (bi,j)lgi,jgn- Soit (i,j) € [[1,77,]]2. On a AB = 0 donc

n
Z a;kbi; = 0. Comme A > 0 et B > 0 cela implique pour tout k € [1,n], a; by ; = 0 puis

k=1
a; = 0. Ceci est vérifié pour tout i € [1,n] donc A = 0.

. Soit A € M, (R). On suppose qu’il existe un vecteur z € R"™ strictement positif et tel que
Az = |A|x. Démontrer que A est une matrice positive.

n
Onnote A = (ai j)i<ij<n €t = (z1,...,2,). Onapour tout i € [1,n], Z(\am\—ai,k.)xk =0.
k=1
Comme x est strictement positif, on obtient |a; x| = a; pour tout (i,k) € [1,n]? et donc A
est bien une matrice positive.

. Soit A une matrice de M,,(C) et = € C™. Démontrer que |Az| < |A||z|.

On note A = (a; j)1<ij<n €t & = (zi)1<i<n. Soit i € [1,n]. La i-eéme coordonnée de |Az| est
n n

Z a; x| qui est inférieure ou égal a Z |la; k| |xk| par inégalité triangulaire, qui est la i-eme

k=1 k=1

coordonnée de |A||x|. Par conséquent, on a |Az| < |A||x].

. Soit A € M, (R). Démontrer que A est positive si et seulement si pour tout vecteur z € R"

positif, le vecteur Az est positif.

On note A = (a;j)1<ij<n. Si A est positif et & = (z1,...,2,) est positif, alors pour tout
n

i€[l,n], Z a; pxr > 0, donc les coordonnées de Ax sont toutes positives ce qui prouve que
Az est poski;tilf.

Réciproquement, supposons que pour tout vecteur x € R™ positif, le vecteur Ax est positif.
On fixe i € [1,n] et on pose z() le vecteur dont toutes les coordonnées sont nulles sauf la
i-eme qui vaut 1. Le vecteur (9 est positif et Az(®) est la i-eme colonne de A. Donc tous les
vecteurs colonnes de A sont positifs et ainsi A est positive.

. Soit A € M, (R). Démontrer que A est strictement positive si et seulement si pour tout
vecteur & € R™ positif et non nul, le vecteur Az est strictement positif.

On note A = (a;,j)1<i j<n- 91 A est strictement positive et © = (x1, ..., ;) est positif non nul,
n

alors il existe ko € [1,n] tel que zg, > 0 et donc pour tout ¢ € [1,n], Z Q; kT > Qo Thy > 0,

k=1
donc les coordonnées de Ax sont toutes strictements positives ce qui prouve que Az est

strictement positif.

Réciproquement, supposons que pour tout vecteur x € R"™ positif et non nul, le vecteur Az
est strictement positif. On fixe ¢ € [1,n] et on pose 2 le vecteur dont toutes les coordonnées
sont nulles sauf la i-eme qui vaut 1. Le vecteur 2" est positif et non nul et Az(® est la i-eme
colonne de A. Donc tous les vecteurs colonnes de A sont strictement positifs et ainsi A est
strictement positive.

12



Partie II : Théoreme de Perron pour les matrices strictement positives

Soit A = (a;,j)1<i,j<n € My(R) une matrice strictement positive.

L’objectif de cette partie est de démontrer les résultats suivant :

< p(A) >0,

< p(A) est une valeur propre de A,

< p(A) est une valeur propre dominante de A considérée comme une matrice de M, (C),
<>

I’espace propre associé a la valeur propre p(A) est une droite vectorielle dirigée par un vecteur
strictement positif.

7. Démontrer que ||.||; définit bien une norme sur C".
n

Soit # = (x1,...,x,) € C". Supposons que ||z||; = 0, alors Z |z;| = 0 donc tous les z; sont
=1
nuls donc z = (0,...,0).
n

n
Ensuite, soit o = (z1,...,2,) € C" et A € C. Alors Ay =Y [Aa| = [\ |zi| = [Al[Jz]s.
1=1 =1

Enfin, soit x = (z1,...,z,) € C" et y = (y1,...,yn) € C™.

n n

Alors ¢ [l +ylly = Y ai + il < (il + lal) = izl + yl.
i=1 i=1

Ainsi, ||.||; est une norme sur C".

8. On considere 'ensemble X = {z € R"; x > 0 et ||z|; = 1}.
Soit z € X. On pose K(z) = {t € Ry ; tx < Ax}.

a) Démontrer que K(x) C [0,a] ot @« =n max a; ;.
1<i,j<n

Soit t € K(z). Montrons que ¢t < a. On note i 'indice de la plus grande coordonnée de
x. Alors z;, > 0 puisque x est un vecteur positif non nul car ||z||; = 1.

Comme tx < Az, on a en particulier
n n

lwi, < § @iy k Tk < T E Qjg, k. < TigN MAX Qjj = Tip QL
—1 el 1<i,5<n

donc t < . Ainsi on a bien K (z) C [0, a.

b) Démontrer que K (x) est un fermé de R.
Soit (tp)pen une suite d’éléments de K (x) convergeant vers un élément ¢ € R. Alors, on

n n
a pour tout p > 0 et pour tout i € [1,n], tpx; < Zazkxk donc tx; < Zai,kxk par
k=1 k=1
passage a la limite. Par conséquent, ¢t € K(x) et donc K (z) est un fermé de R.

¢) Montrer que K(x) est un compact de R et que K(x) contient au moins un élément
strictement positif.
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K(z) est un fermé borné de R donc un compact de R. Il reste & prouver que K(x)
contient au moins un élément strictement positif. Soit tg = 11321 a;; > 0. Alors, pour
<i<n

tout 7 € [1,n],

n

(Az)i = ai gk > i > tow,
k=1

ce qui signifie que tor < Ax et donc que ty € K(x) avec tg > 0.

d) Justifier que 'ensemble K (x) admet un maximum que l'on notera 6(z).
Soit x € X. K(z) est un compact de R, il admet donc un maximum.

e) Justifier que 'ensemble {#(z); x € X'} admet une borne supérieure rq vérifiant ro €]0, +-00[.
Pour tout x € X, on a f(x) < n Wax ai;. Donc, {#(z); v € X} est une partie non-vide
<ij<n

et majorée de R, elle admet donc une borne supérieure rg dans R. Etant donné que
pour tout x € X, K(z) contient au moins un élément strictement positif, on a bien
ro €0, +00l.

9. Dans cette question, on suppose qu’il existe un élément xyp € X tel que O(xzg) = 7o et
AJ}O 75 ToZQ-

a) Démontrer que le vecteur A(Axg — roxg) est strictement positif.

Comme 0(xg) = 19, le vecteur Az — roxo est positif et il est non nul par hypothese donc
d’apres la question 6., A(Azy — rozp) est strictement positif.

b) En déduire qu’il existe un réel e > 0, que l'on fixera, tel que A(Axy — roxo — €xg) > 0.
Notons u = A(Axg — rozp) > 0 et v = Axy > 0 (d’apres la question 6.).

U .
Alors, en posant € = min —, on a pour tout i € [1,n],
1<j<nv;

ViUs

=0.

.Uy
(u—ev); =u; —v; min —= > u; —
1<j<nv; v;

Donc u — ev = A(Axy — roxg — €xg) > 0

¢) On pose y = mAmo. Démontrer que y € X et que 0(y) > 1o + €.
Le vecteur y est strictement positif donc positif car xg est positif et A est strictement
positive. De plus, par homogénéité de la norme, on a bien ||y|; = ||Aa:10\1”AxOh = 1.
Donc on a bien y € X.
Ensuite,
(ro+e€)y = Hx‘lfﬂloh(m + €)Axg < ”AxlOHlA(AwO) = Ay.

Comme y € X, on a par définition de 0(y) que 6(y) > ro +e.

d) Conclure que si un élément z¢ € X vérifie 6(xg) = 7o, alors on a Azy = roxo.
Le résultat précédent contredit la définition de rg donc I'hypothese de I’énoncé est fausse.
On a donc démontré par 'absurde que si un élément zy € X vérifie 0(xg) = r¢, alors on
a forcément Azg = roxg.
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10. a) Démontrer que X = {x € R"; z > 0 et ||z||; = 1} est un sous-ensemble compact de R".
X est un ensemble fermé de R™ car toute limite de suite convergente de XN est également
dans X par passage a la limite dans les n inégalités larges portant sur les coordonnées
et par continuité de la norme ||.||;. De plus X est borné car borné pour la norme ||.|[; en
dimension finie.

Donc X est un compact de R".

b) Démontrer l'existence d'un vecteur xg € X tel que 6(zg) = 9.

On pourra commencer par introduire une suite (z*))peny € XN telle que () T) 0.
—+o00

Par définition de la borne supérieure, on fixe une suite (z*)),eny € XN telle que 6(z*)) o
—+o00

L’ensemble X étant compact, on a lexistence d’une extractrice ¢ telle que la suite
(w(W(k)))keN converge vers un élément zg € X.

Pour tout k& € N, on a 0(z#"))z((k) < Az(#*) donc en passant & la limite on
obtient : roxg < Azg ce qui implique 79 < 6(xp). Par définition de 7y, on obtient donc
que 7o = 0(xp).

11. Déduire des questions 9. et 10. que ro = p(A), que p(A) > 0 et que p(A) est une valeur propre
de A.
On a démontré qu'il existe un vecteur o € R"™ non nul tel que 6(xg) = ¢ ce qui implique
Axg = roxg. Ainsi, rg est une valeur propre de la matrice A.
Soit A € Spe(A). Montrons que |\ < rg. Soit v un vecteur propre pour la valeur propre A.
On a : |A|v] = | | = |[Av| < |Al|v| = Alv| done [N < 6(|v]) < rp.
Ainsi, on a bien ro = p(A) et en particulier p(A) est une valeur propre de A et p(A) > 0.

12. 1 reste a prouver que p(A) est une valeur propre dominante de A considérée comme une
matrice de M,,(C) et que l'espace propre associé a la valeur propre p(A) est une droite
vectorielle dirigée par un vecteur strictement positif. Pour cela on considére une valeur propre
A € Spe(A) de A vérifiant [A| = p(A) et on fixe un vecteur propre v = (vi,...,v,) € C"
associé a la valeur propre A tel que ||v||; = 1.

a) Démontrer que |v| est un vecteur propre de A pour la valeur propre p(A) et en déduire
que |v| > 0.
On a p(A)le] = [Alfo] = o] = |Au] < [Alle] = Ale] done p(4) < 6(Jo]). Or, p(4) = g

donc p(A) = 6(|v|) donc, par la question 9. |v| est un vecteur propre pour la valeur

1
propre p(A). De plus, on a p(A) > 0 donc |v| = @AM > (0 d’apres la question 6.
p
n n
b) En justifiant la relation |Av| = AJv|, déduire que pour tout ¢ € [1,n], Z a; KUk| = Z a; i |vgl.
k=1 k=1

On a p(A)|v| = AJv| donc |Av| = A|v|.

et (Alv])i = aix|vl.

=1
n n
§ a; V| = § a; ;| vk
k=1 k=1

n
Or, pour tout i € [1,n], (|Av|); = Zai’kvk
k=1

On obtient ainsi que pour tout ¢ € [[1,n],
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¢) Démontrer que v est colinéaire a |v|, c’est a dire qu’il existe £ € C tel que v = |v].
On pourra commencer par introduire les angles (61, ..., 60,) €] —m, 7]" tels que pour tout
k€ [1,n], vp = |vg|ei.

Comme suggéré dans I’énoncé, on écrit pour tout k € [1,n], vy = |vg|e®® . On a alors :
n 2 n
D oaiwve| =) aigll ) (a@kai,ﬂvkl\%‘\629’“6_1@]’ + az‘,kzai,jlvkzl|Uj!€_20kelej)
k=1 k=1 1<j<k<n
n
=Y a2 > aikaislvkllo;] cos(Or — 6).
k=1 1<j<k<n

n 2 n
Et, (Z ai7kvk> = Zaik\vk\Q +2 Z a; ki j|vk||v;|. D’apres la question précé-
k=1

k=1 1<j<k<n
dente, on a donc : 2 Z a; 10 j|vg||v;| (1 — cos(B — 0;)) = 0.
1<j<k<n

Ainsi, pour tout (4, k) € [1,n]?, cos(f —0;) = 1 c’est-a-dire 0 = 6;. Par conséquent, on
a pour tout k € [1,n], vp = €'|vg|, ou encore v = €1|v|, et donc v est colinéaire & |v].

d) Soit zg = (0,1, ..,%0n) € X un vecteur tel que 6(zg) = p(A). On pose t = max — o,
7 ’ 15550\ [uj]

et y = xo + t|v|.
i) Calculer Ay et en déduire que y = 0.
Le vecteur y est positif mais pas strictement positif car la coordonnée ou le maximum
est atteint est nulle. Donc, par la question 6. si y # 0, on a Ay > 0. Or,

Ay = Ao + tAv| = p(A)(zo + tv]) = p(A)y
est positif mais non strictement positif. Par suite, on a bien y = 0.

ii) Montrer que v est colinéaire a x.
Ainsi, |v| est colinéaire a xp. Or v et |v| sont colinéaires donc v est colinéaire a x.

e) Conclure que A = p(A) et en déduire que p(A) est une valeur propre dominante de A
considérée comme une matrice de M,,(C).
On a démontré que tout vecteur propre pour la valeur propre A était colinéaire a xy qui
est un vecteur propre pour la valeur propre rg = p(A) donc A = p(A).
Par suite, tout élément p € Spe(A) distinet de p(A) vérifie |u| # p(A). Or, on a toujours
|| < p(A), donc cela implique |u| < p(A).
Ainsi, p(A) est une valeur propre dominante de A.

f) Conclure que ’espace propre associé a la valeur propre p(A) est une droite vectorielle
dirigée par un vecteur strictement positif.
Soit zp € X un vecteur tel que #(xg) = p(A). Alors, on a montré que tout vecteur
propre pour la valeur propre p(A) est colinéaire a xg. On en déduit que ’espace propre
associé a la valeur propre p(A) est une droite dirigée par le vecteur zy qui est un vecteur

strictement positif puisque xg = Axg.

p(4)
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Partie III : Généralisation aux matrices primitives

e Soit A € M, (R) une matrice positive. On dit que A est une matrice primitive s’il existe un

13.

entier k € N tel que A* est une matrice strictement positive.

Donner un exemple d’une matrice primitive qui ne soit pas strictement positive.

1 1 1\* /21
> n’est pas strictement positive mais elle est primitive car ( > = < > .

. 1
Lamatmce( 10 11

10

L’objectif de cette partie est de généraliser les résultats obtenus en Partie II aux matrices
primitives. On fixe donc une matrice primitive A € M,,(R). On fixe un entier k tel que A* soit une
matrice strictement positive et on pose B = A*.

14.

15.

16.

17.

Démontrer que Spe(B) = {\*; X € Spe(A)} et en déduire que p(A) > 0.

Les matrices A et B sont trigonalisables dans M,,(C) et leurs valeurs propres se lisent sur la
diagonale des matrices triangulaires associées. Par multiplication de matrices triangulaires, on
en déduit que Spe(B) = {\*; X € Spe(A)}. D’apres la partie I1, p(B) > 0. Or, p(B) = p(A)*
donc p(A) > 0.

a) On fixe A € Spc(A) tel que \¥ = p(B). Montrer que A = p(A), ce qui prouve en
particulier que p(A) est une valeur propre de A.
Soit y un vecteur propre pour A associé a la valeur propre \. Alors y est un vecteur propre
pour B associé a la valeur propre p(B). D’apres la Partie II, on a donc un complexe &
tel que y = &x ou x est un vecteur strictement positif. Par suite x est un vecteur propre
pour A associé a la valeur propre A donc Ax = Az. Or A est positive et x est strictement
positif donc, comme A\ # 0, on a A > 0 d’apres la question 5. ce qui implique A = p(A).

b) Démontrer que p(A) est une valeur propre dominante de A considérée comme un élément
de M,,(C).
Soit A € Sp(A). Si |A| = p(A) alors |\¥| = p(B). Par la Partie II, cela implique \¥ = p(B)
et donc A = p(A). Ainsi, p(A) est une valeur propre dominante de A.

Montrer que ’espace propre associé a la valeur propre p(A) est une droite vectorielle dirigée
par un vecteur strictement positif.

Soit = un vecteur de C™ qui est un vecteur propre pour A associé a la valeur propre p(A).
Alors, 2 est un vecteur propre pour B associé & la valeur propre p(A)* = p(B). Or, par la
Partie II, 'espace propre pour la matrice B associé a la valeur propre p(B) est une droite
vectorielle dirigée par un vecteur strictement positif. Ainsi, 'espace propre associé a la valeur
propre p(A) est une droite vectorielle dirigée par un vecteur strictement positif.

Conclure que les résultats obtenus en Partie II se généralisent aux matrices primitives.

On a montré : p(A) > 0 (question 14), p(A) € Spc(A) et p(A) est une valeur propre dominante
de A (question 15) et I'espace propre associé & la valeur propre p(A) est une droite vectorielle
dirigée par un vecteur strictement positif (question 16).

Ainsi, on a bien généralisé le résultat de la Partie II aux matrices primitives.
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Partie IV : Application a la convergence de la suite des itérées des matrices
stochastiques primitives

e Une matrice A = (aij)i<ij<n € Mn(R) est dite stochastique si elle est positive et si pour
n

tout i € [1,n], Zam = 1.

j=1

o Si A= (a;;)i<ij<n € Myn(R), alors pour tout entier naturel non nul p, on notera (agg))lgingn

18.

19.

les coefficients de la matrice AP.

Soit A = (aij)i<ij<n € Mp(R). On dira que la suite de matrices (AP),>o converge vers une
matrice B = (b; j)1<ij<n € My (R) si pour tout (i,5) € [1,n]?, ay}) o bi ;.
VRS J p—+too

Démontrer qu'un produit de deux matrices stochastiques est une matrice stochastique.

Soit A = (aij)1<ij<n €t B = (b j)1<i j<n deux matrices stochastiques.
n

Tout d’abord on a pour tout (i,7) € [1,n]?, Zai,kbk,j >0 car A et B sont positives.
k=1

n n n
Ensuite, pour tout ¢ € [[1,n] Z (Z a; kb, 7) = Z a; Z bi,j = Zam =1.
k=1 j=1 k=1

Donc AB est bien une matrlce stochasthue.

Démontrer qu’'une matrice stochastique et primitive admet 1 comme valeur propre dominante
et que ’espace propre associé est une droite vectorielle dirigée par un vecteur strictement posi-
tif. Déterminer alors I'unique vecteur propre = associé a la valeur propre 1 qui soit strictement
positif et tel que ||z|; = 1.

Soit A une matrice stochastique et primitive. D’apres la Partie 111, p(A) est une valeur propre
dominante pour A et I'espace propre associé est une droite vectorielle dirigée par un vecteur
strictement positif. Démontrons donc que p(A) = 1.

Soit A € Spc(A) et x = (z1,...,2,) € C" un vecteur propre associé a la valeur propre A.
Notons ig l'indice de [1,n] tel que |z;,| = 112;‘2{ﬂ|xk] > 0. On a |Az| = |Az| = |\||z| donc

’/\Hxio‘ -

E Qo kT k

k=1

< ZCLLO k‘xk‘ < ‘xm‘ Zabo, |J;Z()|

donc |A| < 1 ce qui prouve que p(A) < 1. Or, pour z = (1,...,1), on a Ax = = car A est
stochastique donc p(A) = 1 et 'unique vecteur propre associé & la valeur propre A qui soit

. i 1
strictement positif et tel que [[z]; =1 est — (1,...,1).
n

20. Soit A = (a; j)1<ij<n € My (R). Démontrer que pour tout p > 1 on a :

p—1

max
1<4,j<n

o
aly| < max lai| x <max Z\%ﬂ)
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On démontre I'inégalité par récurrence sur p > 1.

Pour p =1, on a bien max |a; ;| < max |a;;|.
1<4,5<n 1<i,5<n

Supposons que I'égalité soit vérifiée & un certain rang p > 1. Alors, pour tout (i,7) € [1,n]?,

(p+1) (p)
a” |— <Z\ap\|aky|<1gla><< la,JIZ\am

Z kakmj

donc, par hypothese de récurrence,

n - n
< <
ja )|  Doax lai | x (gjagxn 2 !%!) x !am! | Dax laijf x (ggjagxn 2 |ak,j

ce qui acheve 'hérédité en passant au maximum sur (¢, j) a gauche de 'inégalité.

) P
Ainsi, on a démontré que pour tout p > 1 on a :

—1
o] < max 3
’] 1<2?D<(n‘al7j‘ . <1<]a<XrL ‘ahj‘)

max
1<i,5<n

21. Dans cette question on fixe A une matrice stochastique et primitive.

a) Justifier I'existence d'une matrice inversible P € M, (C) telle que P~1AP soit de la
10 ... 0

0
forme | . ouT € M;_1(C) est une matrice triangulaire supérieure dont
: T

0
les coefficients diagonaux sont tous de module strictement inférieur a 1.
La matrice A est trigonalisable dans C et ses valeurs propres se trouvent sur la diagonale
de la matrice triangulaire alors obtenue. De plus, elle admet 1 comme valeur propre
dominante et le sous-espace propre associé est une droite vectorielle stable par A.
10 ... 0

Donc il existe une matrice P inversible telle que P~t AP soit de la forme T

0
ouT € M,,_1(C) est une matrice triangulaire supérieure dont les coefficients diagonaux
sont tous de module strictement inférieur a 1.

b) Pour tout § > 0, on définit la matrice D(9) = diag(1, d, 5?, ...,0"2) diagonale de coef-
ficients diagonaux successifs 1,5,02,...,6" 2 et on pose T = D(8) 1T D(9).
On note T ( z;)l<zy<n 1-
n—1

Démontrer qu'il existe dy > 0 tel que pour tout § €]0,d[, on ait max Z \fk’j < 1.
1<j<n-1 £~

) o t: 571 -
Ona:TD = (6" 1) ;i _y Puis T = <%) = (tij07 " )1<ij<n—1-
- 1<i,j<n—1

19



On a donc pour tout j € [1,n — 1],

n—1

Z|tk]|_2‘tk1|‘w F= J|+Z|tkj|5j k

car T est triangulaire supérieure donc k > j == t;; = 0.

Jj—1 Jj—1
On a tr 69k =6 tr.i]677F=1 —— 0. Or tous les coefficients diagonaux de T

;| kg ;| kgl 550 g
sont de module strictement plus petit que 1 donc, il existe donc dy > 0 tel que pour tout

j—1 1 — max. l\t .
. k—i <j<n
: tr i I <
§ €0, 6o, on ait 1§1}ﬂ§§1; kgl0" 7 < 5
1+ max 1|tJ:]|
Par conséquent, pour ¢ €0, dp[, on a : Jnax Z Ity < S <1
<j<n-—1 ’ 2

Démontrer que la suite (7%),>1 converge vers la matrice nulle.
Tout d’abord, on a, d’apres les questions 20 et 21.b) :

max

p—1
—0
1<i,j<n—1

p—>+00

f() < max |f;;| x| max g 7%
b 1<i,j<n—1 " 1§j§n—1k71 ’

n—1

pour § €]0, dp| car e Z_:l k] < 1.

Donc (TP),>1 converge vers la matrice nulle donc (TP),>1 = (D(8)TPD(5)~1)p>1 aussi
par continuité de la multiplication matricielle.

En déduire la convergence de la suite (AP),>( vers une matrice stochastique ayant toutes
ses lignes égales.
Soit p > 1. On a, par multiplication de matrices diagonales par bloc,

10 ... 0
0
(P71AP)P =
: "
0
10 0
0
Or, (P71AP)? = P71APP donc AP = P | | - Pt
0
10 0
0
Ainsi la suite (A”),>1 converge vers la matrice A~ = P | | P~1. On note

0
P= et P71 = (€,5)1<; j<n- Par trigonalisation, la premiere colonne de P est

(pi7j)1§i,j§n
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constituée d’un vecteur propre pour A associé a la valeur propre 1. D’apres la question

19, on peut choisir comme premiere colonne de P le vecteur (1,1,...,1). Alors, par
10 ... 0
0

produit matriciel, le coefficient (i, 5) € [1,n]? de | . Pl vaut g1 ;sii=1

(0)
0

et 0 sinon.

Donc, par produit matriciel, le coefficient (4, ) € [1,n]? de A est donné par ¢ ;. Ainsi

g1 q12 --- dqin
la matrice A% est de la forme : A = | W1 982 - dln 1 qonc toutes ses lignes
g1 q12 --- din

sont égales.
Enfin, A est une matrice stochastique par la question 18. car pour tout j € [1,n],
n

() > 0, et, par passage a la limite dans les relations Z ag? = 1 pour tout

= lim a
ql?] p—>+00 17_]

j=1

n
i € [1,n] ce qui donne un =1.
j=1
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(Durée de I’épreuve : 4 heures)

Dans toute cette épreuve, N désigne [’ensemble des entiers naturels, R | 'ensemble des nombres
réels, e le nombre de Néper et Ln le logarithme népérien

Exercicen® 1

Soit p la projection vectorielle de R3 sur le plan P d’équation : x+y+z=0 parallélement a la droite

e . VA
D d’équation : x =< = Z,
2 3

1. Montrer que R3 est la somme directe de P et D.

La droite D est engendrée par le vecteur e; = (1,2,3) et ce vecteur n’est pas dans le plan P,
donc I’intersection entre D et P est réduite au vecteur nul. De plus, dim D + dim P=3. On a bien
une somme directe.

2. Soitu = (x,y,z) € R3, déterminer p(u) et donner la matrice de p dans la base canonique de
R3.

Poura ER,ona:u—ae; EP <—>(x—a,y—2a,z—3a)EP<—>6¥=%(X+}’+Z)-

La projection de u sur le plan P et parallelement a D est :

x+y+z

p(uw) =u- e3=%(5x—y—z,—2x+4y—22,—3x—3y+32)

5 -1 -1
La matrice de p dans la base canonique est donc : M(p) = %(—2 4 —2)
-3 -3 3
3. Déterminer une base de R3 dans laquelle la matrice de p est diagonale.

La matrice de p est diagonale dans une base de vecteurs propres, formée avec le vecteur e; pour
la valeur propre zéro et deux vecteurs (propres pour la valeur propre 1) de P, par exemple :
€= (1; _110) ; €; = (1r01 _1)



Exercice n° 2

1. La matrice adjacente associée au graphe (cf. énoncé) s’écrit :

0 01 0
A= (1) (1) (1) g et son noyau est: Ker A= {(x,y,z,t) ER*/z=0,x +y +t =0} de
.\ 0 1 0
dimension 2.

2. Les valeurs propres de A sont : zéro (double) et ++/3 (il suffit de développer le déterminant
de A — y I par rapport a la premiére colonne).

11 0 1
3. Pour le calcul des puissances de la matrice A, ona: 4% = (1) (1) (3) é , puis : 43 = 3A.
11 0 1

En conclusion : A2™*1 = 3™ 4 et A?™ = 37142 (la récurrence est immédiate).

4. Les matrices demandées sont les suivantes :

10 0 0 1 0 -1 0
{0 1 0 o (o 1 -1 o
D=10 0 3 of¢tL=|_1 -1 3 -1/

00 0 1 0 0 -1 1

Pour calculer le polynéme caractéristique de la matrice L, on peut (par exemple) ajouter toutes
les autres colonnes a la premiere colonne pour mette en facteur le parametre, puis on développe
par rapport a la premiére ligne pour obtenir : det(L — AI) = 2(1 — 1)?(1 — 4).

Les valeurs propres sont donc : 0, 1 (double) et 4.

Exercice n° 3

1
(" +D(e ™ +1)

Soit la fonction numérique f définie par : f(X) =

1
1. Calculer | =J' f (x) dx
0

I—jf(x)dx—j' L dt—{—i}e—l—L n ntt=e"
0 1+ 1) (1] T2 TyelmPosantt=en)

2. Etudier la convergence de I'intégrale J = I f (x)dx
0

e

(1+e¥)?

3. Etudier les variations et tracer le graphe de la fonction f.

1 .
En +00: f(x)= ~ —- (ui est convergente car, par exemple, Lim (xz.ix) =0
e o0 e



La fonction est paire (graphe symétrique par rapport a ’axe verticale et on restreint I’étude aux

. o e . s - e’ —e :

nombres réels positifs). Sa dérivée est égalea: f (x)= — —— qui s’annule pour
@Q+e™)°@+e™)

x=0 et est négative. La fonction est strictement décroissante de [0,+ o[ Sur [1/4,0[ .

—X X

Exercice n° 4

Soit la fonction numérique g définie par : g(x) = T

1. Déterminer la primitive G de g sur I’intervalle |—1,3] telle que : G(1)=0.

On décompose la fraction rationnelle en éléments simples pour obtenir :

4 1 ..
gx) = E (m e ——) etpour la primitive :

G(x) =%(Ln(x+1)—%—Ln(3—x)+2)

2. Donner un développement limité d’ordre n de g au voisinage de 0.
On rappelle les développements suivants :

1 n
= (2(—1)’%) + o(x™)

k=0

m (Z( 1) (k + 1)xk >+0(x”)

-1
x=3 303 (ZH >+O(x )

k=

On obtient :

n
1 1
90) =1¢ (Z((—l)k@k +5)+ 3k+1>x"> +0(x™)
k=0
3. En déduire la valeur de la dérivée troisiéme de G en zéro.

Ona:  G®(0)=g@0) ==

Exercicen°5

On considére les suites (u,) et (4,) définies par les relations de récurrence :

1+u, . A



1. Montrer que pour u, =0et 4, =2, il existe deux autres suites (6, ) et («,)telles que pour
tout entier n strictement positif, on a :

u, =cos(d); A, =a,sin (8.);0<6, <x/2 . Montrer que la suite (4,) est convergente, on
précisera sa limite.

Montrons par récurrence sur n, la propriété :
. T N 1
P(n):u, et A, existent et valent un=cos(—j; A, =2"sin [—j
2" 2"
1 s . A
On peut calculer u, = \/; = cos (Z) et 1, =2vV2 =4sin (Z)

La propriété précédente est vraie pour n=1.

Comme u, estpositif, uexisteetvaut u,,, =

T

An 2" Sin(zn) n+1 o ( T ) Acrit TF T
= = = —_— = X .
Et An41 i cos(otr) 2" sin (57 ) (onéerit — = 2 X =)

T
On pose alors 6, = o @

n

=2". LimA, = Lim2"sin (Zij = Lim2" (zij =7

2. En utilisant la formule de Taylor, montrer que, pour tout n>1, on a I’inégalité :

3

T =2, < En déduire un entier N tel que : [z —4,,| <10

V4
x 4"

6

Rappelons que : ‘sin (2p+1) (x)‘ <1.L’inégalité de Taylor-Lagrange a 1’ordre 2p+1 appliquée a la
fonction sinus entre 0 et x donne :

p 2k+1

. X |x
sin(x) = ,Zo(_l)k @k+1)| = @p+3)!

|2p+3

En particulier pour p=0 et x = 21" on en déduit :

3 3 6
<= — et on peut prendre N=12, car 10

< 412
6X4 -

|lm— A, = 2™ |Sin (zln) —zln




Exercice n° 6

Soit f une fonction numérique définie sur Rzpar f(0,0) =0 et:

4xy(x® —y?) .
fudy}l%—gla(xwimm.
X +y
1. Etudier la continuité de f sur R2.
La fonction est indéfiniment différentiable sur R* —(0,0) . Tout le probléme est a 1’origine pour

chaque question. En utilisant les coordonnées polaires, a savoir : x = rcosf ;y =r sin@ :
41% cos @ sin B (cos? 8 —sin® 0)
3 = 0= f(0,0)
r

(ltl){g)f (x, ) = lim
et f est continue.

2. Etudier la différentiabilité de f sur R2.
£(0,0) = Lim X9 = (0.0 _
X

0=f,(0,0),car f(x,y)=—F(y,x)

x—0

Si f est différentiable a 1’origine, alors sa différentielle est nulle. Ce qui est le cas, car

4
ﬁ%‘% = Li‘rglr f;e) =0, ol @(6) = 4 cos O sin 6 (cos* & — sin” ).
. -

3. Lafonction f est-elle de classe C?surR2? ?
Si lafonction f estde classe C*surR?,alors f,(0,0) = f,(0,0)
' _f' _ 5
f,(0.y)- .00 _ Lim 4Z
y—0 y

Etcomme f(x,y)=—f(y,x),ona: f (0,0)=4 etfn’est pas de classe C*.

=4

Ona: f, (0,0)= ';LT

Exercice n° 7

On considere la fonction réelle f définie sur I’intervalle [0, 2] par

1si0<x<+V3

ﬂx)z{ﬂsix/ﬁﬁxsz
Soit D le domaine du plan défini ainsi : D = {(x,y)eR?|0 < x <2 et 0 <y < f(x)}.
On considere le solide engendré par la rotation de ce domaine D autour de I’axe des abscisses.
1. Calculer le volume de ce solide.

On considére les disques autour de 1’axe des abscisses. On a :



2 V3 2
V= njo f?(x)dx = n(fo dx + fﬁ(él —x¥)dx) = n(? —2V3)

2. En utilisant la méme démarche qu’a la question précédente, retrouver le volume d’une
sphere de rayon R.

On considére le domaine plan E = {(x,y) € R? /0 < x;0 <y; x? +y? < R?}.

Le volumeestégala:V = 2m fOR(R2 —x®)dx = gn R3



