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Le sujet est constitué de deux problemes indépendants. Tout résultat donné dans 1’énoncé
pourra étre admis dans les questions suivantes. Le plus grand soin sera apporté a la rédaction et a
la présentation des résultats.

1 Probleme d’Analyse

Introduction

Pour tout réel x > —1, on considere la série

On note, pour tout entier k > 2,
1
n>1

la fonction Zéta de Riemann qui converge pour tout k& > 2.

Le but de ce probleme est d’étudier la fonction ¢ : domaine de définition, régularité, développement
limité en 0 a tout ordre, expression intégrale, comportement aux bornes de son ensemble de
définition. Les parties A, B, C et D sont indépendantes.



Partie A — Convergence et premieres propriétés de g

A.l.

A.3.

Montrer que g est définie sur | — 1; +o0].
Pour tout = > —1 fixé et tout entier n > 2, on a

1 _ 1 1
= (n+x)2 = (n—1)2 n——too 2’

Or la série > 1/n? est une série de Riemann convergente (car 2 > 1), donc par les théorémes
d’équivalence et de comparaison terme a terme des série a termes positifs

PR—
2
et (n+x)

converge. g est donc bien définie sur | — 1; +o0|.

. Montrer que g est de classe C* sur son ensemble de définition et donner, pour tout entier k

et tout réel z > —1, une expression de ¢g\¥)(z) sous la forme d’une série.
Notons, pour tout x > —1 et pour tout n € N*,

La fonction h,, est de classe C*° et une simple récurrence sur k donne pour tout £ € N et tout
x €] —1,400],

AR (z) = (=1)F(k + 1)! CEwsEet

(

n+
De plus, pour tout k£ € N, tout x > —1 et tout entier n > 2,

1
2 S (k+1)!

)h;’ﬂ(x)] = (k) o

(n—1)k+2

Comme, pour tout k € N, la série de terme général (W) est une série de Riemann
B n>2

)

convergente (car k + 2 > 1), on en déduit que la série de fonctions ) hglk converge norma-
n>1

lement et donc uniformément sur | — 1, +o0o[. Par conséquent, g est C* et pour tout entier k
et tout réel x > —1,

00 ©0 1
g®(z) = ; hF) (z) = ;(1)k(k; +1)! T )

Soit m € N. Donner un développement limité de g a 'ordre m en 0. On exprimera les
coefficients de ce développement en fonction des valeurs prises par la fonction ¢ définie dans
I'introduction.

La fonction g est de classe C* sur | — 1, 400[. Donc, pour tout entier naturel m, elle admet
un développement limité a I’ordre m en O :



Or, d’apres la question précédente,
g®(0) = Fk+1)! Z M = (—DFk+DIC(k+2).

Donc,

g(x) =Y (=D (k + 1)I¢(k +2) 2" + o(z™).

NE

B
Il
o

Partie B - Equivalents de g aux bornes de son ensemble de définition.

B.1. a) Montrer que, pour tout z > 0, pour tout entier strictement positif k,

1 /k+1 dt 1
— < < .
(k+1+x) k (t+xz)? = (k+2)?
Soient = > 0 et k € N*, la fonction t
tout t € [k, k+ 1],

(t+ T st décroissante sur [k, k + 1], donc pour

1 1 1
< < .
(k+1+2)?2 = (t+x)? = (k+2)?
En intégrant entre k et k4 1, on obtient,

1 </’f+1 dt 1
(k+1+2)2 = J,  (t+2)?  (E+2)?

b) Montrer que, pour tout x > 0,

1 < g(z) < 1 + 1
X I\T) X .
1tz 7 (14+2)? 14z

Fixons IV € N*. En sommant la relation précédente pour k de 1 & N, on obtient

N N

1 k+1 N
5 <
(k+1+x)? ;/k (t+ x)? kzzl k—i—a;

k=1

Donc,

al 1 1 1 N+1 al
> + - < <Y it
(k+x)? (N+1+4+2)?2 (1+2)? 1 (t+2)2 k:l k:+x

k=1

En faisant tendre N vers I'infini, on obtient,

+o0o
9(z) = (1_‘_13;)2 </1 & < g(x).

/+°° dt _[ 1]+°°_ 1
o (a2 | t4axl,, 142

I'inégalité est donc démontrée.

Or,




¢) Déterminer un équivalent simple de g en +o00.
En multipliant I'inégalité obtenue dans la question précédente par xz > 0, on obtient,

T (2) < r @
<zg(z) < .
1+x g (1+2)2 1+

Or,
x x x
—— — let + — 1
14+ 2 a—+o0 (I1+2)2 14z 2+

Donc par le théoreme d’existence des limites par encadrement, zg(z) —+> 1. Donc,
T—r+00

B.2. Déterminer un équivalent simple de g en —1.
Pour tout z > —1, on a,

De plus pour n > 2,

< ! < !
S(ntz)? T (n—1)2
+00 2
En notant ¢ = > ﬁ (en fait £ = %), on obtient,
n=2
+o0 1
I PR
2
= (n+ )
1 sy
Comme (FSE x_>—+>oo 400, on en déduit,
1
9@ 5 Trae
Partie C — Une représentation intégrale de g.

C.1. Montrer que, pour tout réel a > 0,
1 1 1
/ t*"}(—1Int)dt converge et / t* N (—Int)dt = —.
0 0 o

La fonction ¢ — t*~(—Int) est continue sur ]0, 1]. Soit X €]0, 1]. Par intégration par parties,

/1ta1(—lnt) at = = [t~ o))} +1/1to‘1dt— ZXO X + = [t}
Jx o Yaly t a? "X



C.2.

C.3.

1 1
=—XIMmX+ —=(1-X9.
5 n +a2( )

Or a>0. Donc X*InX — 0et X* — 0 et donc,
X—=0 X—=0

1
1
/ t* N(=Int)dt — —.
X X—=0 «

onc T (—1In est convergente e
Donc [, t*~*(—1Int) dt est te et

! 1
/ t* H(—Int)dt = ;.
0

(07

Montrer que pour tout x > —1,

+00 a1
o(z) =Z/ £m+L(CIng) dt.
n=1 0

Si x> —1, alors pour tout n € N*, on a n 4+ x > 0 et donc d’apres la question précédente,

+o00 1 +oo a1
=y =) "t~ Int) dt.
g(x) - (n + )2 ”:1/0 (—=Int)d

En déduire une expression intégrale de g(x), autrement dit, déterminer une fonction h(z,t)
telle que

o(z) = /O h(w, 1) dt.

On aimerait pouvoir échanger les symboles X et [ dans I'expression de g obtenue & la question
C.2. Pour justifier cette interversion, posons pour x > —1 fixé,

U (t) = —t" T Lnt.

e Pour tout n € N*, la fonction ¢t — w,(t) est intégrable sur [0, 1] (d’apres la question
C.2).

e Pour tout N € N* et tout ¢ €0, 1],

N+1 t*1nt

N N P
S un(t) =) T (= Int) = " Int——r > — .
n=1 n=1

1—1¢ N—o0 1—1

tiljf Comme uy,(t) > 0 pour tout t €]0, 1], on a, pour tout N € N* et

N
> un(t)
n=1

De plus, ¢ est intégrable sur [0, 1]. En effet,

e Posons ¢(t) = —
tout ¢ €]0, 1],

+oo
< Zun(t) = o(1).
n=1



¢ est continu sur ]0, 1],
—  est intégrable en 1 car
p(t) — 1,

t—1

—  est intégrable en 0 : en effet, comme on a fixé z > —1, on a

(1) ~ — 0 pour tout ¢ €]0, 1]
o)~ e pour tou , 1,
- 1 1 1 t x
TEL g, 2 S )t — 0
2 -z t—0

Ainsi, par le théoreme de convergence dominée,

+
Z/ "l Int) dt = /1§t”+‘” ! lnt)dt—/l—tzlntdt.
o 11—t

Partie D - Développement asymptotique de g en +oo.

Dans la question B.1, on a trouvé un équivalent de g en 4+o00. Le but de cette partie est de
trouver le deuxieme terme du développement asymptotique de g en +oo. On note E(t) la partie
entiere de t. On considere f : [1, +oo[— R une fonction de classe C2.

D.1. On définit les polynomes de Bernoulli comme 1'unique suite de polynémes telle que :

® B()Zl
e VneN, B, = (n+1)B
oVnEN*fO x)dz = 0.

a) Déterminer B et Bs.

e B] = By = 1. Dong, il existe k € R tel que B;(t) =t + k. Comme fol B; =0, 0onen
déduit que,

1
1
/(t+/<:)dt:+k:0.
0 2

Donckf—f et By(t )ft—%.
e Pour tout t € R, Bj(t) = 2B;(t) = 2t — 1. Dong, il existe k € R tel que By(t) =
t? —t + k. Comme ‘fol By = 0, on en déduit que,

1
/(ﬂ—t+@dv——1+k—0
Jo 6

Donc k = ¢ et Bo(t) =12 —t + ¢.



b) On pose pour le reste du probleme E(t) = Bi(t—E(t)) et E;(t) = By(t—E(t)). Montrer
que By et By sont 1-périodiques et continues.
Pour i = 1,2 et pour tout ¢t € R,

Bi(t+1)=Bi(t+1—-E(t+1))=B;(t+1—-E(t) —1) = Bi(t — E(t)) = Bi(t).

Donc E est 1-périodique.
Pour tout t € [0, 1[, Bi(t) = B;(t). Donc B; est continue sur |0, 1[. De plus,

Bi(1) = Bi(1 - E(1)) = Bi(0) = B;i(0).

Donc par 1-périodicité, B; est continue sur R.

D.2. Montrer que pour tout entier strictement positif k,
L k+1
| B =g+ - [

Sitelkk+1] E(t) =t —k — 5. Donc en intégrant par parties, on a :

k+1 k41 k+1 .
/ B f = Blf} —/ By f
k k

k

— o k+1
= Bulk+ 1)f(k +1) — Bi(K) f(k) - /k /

k+1
(FUk+ 1)+ F(R)) - /k ;.

N | =

D.3. En déduire que pour tout entier N > 1,

N N 1 NN/
S2rt0= [0+ 3U s+ [ B

1

Soit N € N*. En sommant ’égalité précédente pour k allant de 1 a N — 1, on obtient :

ce qui est ’égalité demandée.



D 4.

—~ — —
Montrer que Bz est dérivable sur R \ Z et que sur cet ensemble, By = 2B;. En déduire que,

12 2
Soit t € R\ Z. Notons k = E(t). Sur un voisinage de t, on a,

k+1 1 1 [k
/k Bif =5 (P =) =5 [ B

—~ 1 —~ 1

Bs(t) = (t—k:)g—(t—k)+6 et Bi(t) = (t— k) — 5.
Donc By est dérivable en ¢ et ngl(t) =2(t—k)—1= 2E(t). Soit k € N*. En intégrant par
parties entre k et k£ + 1, on a,

k+1 ~ 1 k+1 —_ , 1 ~ k+1 k+1 ~
Bif'=5 By fT=+ [Bzf] By f

1/~ , —~ ’ . R 17"
- (BQ(k—i-l)f (k+1) = Ba(k)f (k) /k Bsf )
Kl
D) -y [ Bt

. Montrer que pour tout N € N*,

al N 1 1 / / 1[N~ "
> 110 = [+ O+ s+ 5 () = r) =5 [ B
Soit N € N*. En sommant 1’égalité précédente pour k de 1 & N — 1, on obtient,
N 1 1 N~
| B =G -rw) -5 [ B

Il ne reste alors plus qu’a remplacer cette expression dans 1’égalité trouvée a la question D.3
pour obtenir I’égalité demandée.

. Soit > —1. On considere la fonction f, définie sur [1,+oo[ par fz(t) = m Montrer que,

oo _ +oo 1
/ Bs f converge et que Bof! = O (_3) '
1 1 +oo \ T

/35; 12 est continue sur [1,4o00[. Pour établir la convergence de I'intégrale en 400, remarquons

que la fonction Bs est bornée sur le segment [0, 1] par le théoreme de Weierstrass (on montre

/Bz‘ < %) Comme elle est 1-périodique, elle est bornée par %
sur R tout entier. Par ailleurs, f”(t) = ﬁ. Ainsi, pour tout ¢ > 1 et tout x > —1,
1 1

B0 O] < Gt e

méme facilement que sur [0, 1],

Comme f1+°° %4 dt est une intégrale de Riemann convergente, on en déduit que f1+°°§2 4
converge absolument et donc converge. De plus,

+ooBN " —+o0 BN . “+o00 1 1 1 “+o00 1 1 O 1
/1 2fa / B / troi 3 [<t+x>3]tzl 3L+ 2) +oo<m3>




D.7. En utilisant les deux questions D.5 et D.6, déterminer des constantes réelles a et b telles que,

g =2+ 240 (%)

Tz x2 4

En appliquant ’égalité de la question D.5 & la fonction f,, on obtient pour tout N € N* et

tout =z > —1,
Nl_/N1+11+1+12+2
—(@+k)? S (e+t)? 2\(z+1)2  (z+N)2) 12\ (N+2)3 " (1+2)3

1N~

—/ Bafy (t) dt.

2/

En remarquant que

/N 1 1 1
dt = —

1 (x41)? zr+1 x4+ N

puis en faisant tendre N vers +o00, on obtient,

1
xr+1

1 1 1 1 1 [T ~
g(z) = T3 + - / Bof!(t) dt.
1

r+1)2 " 6(x+1)3 2

Or, en utilisant la question D.6, on a,

1 1 1 [T° ~ 1

- Bof'(t)dt= O | = ).

s ), Broa=g (%)
De plus,

! +
r+1

1 1 1 1
(x +1)2
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Par conséquent,



2 Probleme d’Algebre

Le but de ce probleme est de démontrer et d’appliquer deux théoremes de diagonalisation
simultanée. Les parties A et B sont indépendantes.

Partie A : diagonalisation simultanée.

Notations et présentation de la partie A.

K désigne le corps des réels ou celui des complexes, F est un K-espace vectoriel de dimension n.
L(E) désigne I'algebre des endomorphismes de E et 'application identité de E est noté Idg.

Si F est un sous espace vectoriel de E et si f € L(F), on dit que F' est stable par f si
f(F) C F, et on note alors f| la restriction de f a F.

Deux endomorphismes f et g commutent si fog=go f.

Si A est une valeur propre d’un endomorphisme f, on notera E{ le sous espace propre associé
ou simplement F) s’il n’y a pas d’ambiguité sur ’endomorphisme en question.

M, (K) est I'algebre des matrices carrées de taille n et GL,(K) désigne le groupe constitué
des matrices inversibles.

diag(A1, -+, Ap) désigne la matrice diagonale dont les coefficients diagonaux sont dans cet
ordre A1, Ao, -+, Ap.

Le but de cette partie est de montrer et d’appliquer le théoreme de diagonalisation simultanée
suivant :

Théoreme I : Si f et g sont deux endomorphismes de E diagonalisables et qui commutent,
alors il existe une base commune de diagonalisation, autrement dit, il existe une base B de F tel
que Matp(f) et Matg(g) soient des matrices diagonales.

A.l.

Préliminaires : soit f € L(F). Dans cette question nous démontrons les deux résultats de
cours suivants :

e f est diagonalisable si et seulement si il existe un polynéme P € K[X] simplement scindé
tel que P(f) =0.

e La restriction d’un endomorphisme diagonalisable & un sous espace stable est diagona-

lisable.
a) Supposons f diagonalisable et notons Ai, Aa, - -+ , A les valeurs propres de f deux a deux
p
distinctes. Montrer que le polynéme P(X) = H(X — \;) vérifie P(f) = 0.
i=1

P
f est diagonalisable. Donc E = @ E,,. Soient j € [1,p] et v € Ey; :
i=1

P(f)w) = | T (f = Nldp) | (f = \IdE)(v))
1<i<p

i#]

10



Comme v € E);, on a (f — A\jIdg)(v) = 0. Donc P(f)(v) = 0. Donc P(f) s’annule sur
les £, pour j entre 1 et p. Donc P(f) = 0.

Réciproquement, soient A1,---, A, des éléments de K deux a deux distincts tel que le
p

polynéme simplement scindé P(X) = H(X — \;) soit un polynéme annulateur de f.
i=1

Montrer que f est diagonalisable.
Par le lemme de décomposition du noyau,

ker(P(f)) = P ker(f — \ildp).
=1

P
Comme P(f) =0, on a ker(P(f)) = E. Donc E = @E,\j. Donc f est diagonalisable.
i=1
Soit F' un sous espace vectoriel de F stable par f, déduire des questions précédentes que
si f est diagonalisable, alors f|r est diagonalisable.
Remarquons que si P est un polynéme, alors P(f|g) = P(f)r. Ainsi, si f est diago-
nalisable, alors il existe un polynéme P simplement scindé tel que P(f) = 0. Donc
P(f)r = 0. Donc P(fjr) = 0. Il existe donc un polynéme simplement scindé P tel que
P(fir) =0. Donc f|p est diagonalisable.

A.2. Preuve du théoreme I : soient f et g deux endomorphismes diagonalisables qui commutent.

a)

Montrer que si A est une valeur propre de f, alors E{ est stable par g.
Soit x € Ef,

(f = Aldp)(g9(z)) = f(g(z)) — Ag(x) = g(f(z)) — Ag(z)) = g(f(z) — Az) = g(0) = 0.
Donc g(x) € Ef Donc Ef\c est stable par g.

En déduire le théoreme 1.
f est diagonalisable. Notons A1, --- , A\, ses valeurs propres deux a deux distinctes. On

P
a donc F = @ Ei D’apres la question A.2.a), pour tout entier i entre 1 et p, E)C est
i=1
stable par g. Comme g est diagonalisable, la question A.1.c) nous assure que 951 est
s

diagonalisable. Prenons donc pour tout entier 7 entre 1 et p une base B; dans laqilelle

P
95! est diagonale. Comme E = @ E{ ., la concaténation (By,- -, B,) définit une base
“X; i
’ i=1
B de E. Et par construction les matrices de f et de g dans cette base sont toutes deux
diagonales.

A.3. Application 1 : Soit A € M,,(K) diagonalisable sur K. Le but de cette question est de mon-
trer que l'application f4 € £ (M, (K)) définie par fa(M) = AMA + M A est diagonalisable.

a)

Vérifier que f4 est linéaire.
Soient a € K, (M, M') € M, (K)?,

FalaM + M') = A(aM + M)A+ (oM + M)A = a(AMA + MA) + (AM'A + M’ A)

11



=afa(M)+ fa(M').
Donc f est linéaire.
b) Notons g4 I'endomorphisme de M,,(K) défini par g4(M) = AM. Montrer que si P €
K[X], alors gp(a) = P(ga).

Soit M € M,,(K). Remarquons tout d’abord que pour tout k € N, on a g% (M) = A*M.
J4

Ainsi si P = Zaktk € K[X], alors,
k=0

¢

0 0
Plan)(M) = (zakgz) =S (g 0) = 3wt ar
k=0 k=0

k=0

¢
= <Z akAk> M = gp(ay(M).
k=0

¢) Montrer que g4 est diagonalisable.
A est diagonalisable, donc il existe un polynéme P simplement scindé tel que P(A) = 0.
Donc d’apres la question précédente, P(ga) = gpay = go = 0. On a donc trouvé un
polynoéme P simplement scindé tel que P(ga) = 0. Donc g4 est diagonalisable.
On considére également ’endomorphisme d4 de M,,(K) défini par da(M) = M A et, comme le
raisonnement est analogue, on admet que d4 est diagonalisable.

d) Montrer que g4 et d4 commutent.
Soit M € M,,(K),

(9a0da)(M) = ga(MA) = AMA = ds(AM) = (da © ga)(M).

Donc ga et dy4 commutent.

e) Conclure.

Remarquons pour commencer que f = da o0 g4 + d4. D’apres la question précédente et
le théoreme I, il existe une base B de M,,(K) et deux matrices diagonales D et A telles
que Matp(ga) = D et Matp(da) = A. Ainsi Matg(da o ga + da) = AD + A est une
matrice diagonale. L’application f = da o ga + d 4 est donc bien diagonalisable.
p k
A.4. Application 2 : Soit p un entier positif impair et P € R[X] défini par P(X) = Z —. Le

but de cette question est de montrer que si A et B sont deux matrices a coefficients réels
diagonalisables dans R et si P(A) = P(B) alors A = B.

a) Montrer que la fonction polynémiale P : R — R est bijective.
P p—1
P est dérivable sur R et P'(t) = Z th=1 Ztk n’a pas de racines réelles. En effet les
k=1 k=0
2ikm
racines de P’ sont les nombres complexes e » pour k € [1,p] qui sont tous non réels
puisque p est impair. Ainsi P’ est de signe constant. Comme P’(0) = 1, on en déduit

12



donc que P’'(t) > 0 pour tout ¢t € R. Donc P est strictement croissante sur R. Comme
tlim P(t) = —cc et tligl P(t) = 400, on en déduit par le théoreme de la bijection que
——00 — 400
I’application P est bijective.
b) Soient D = diag(a, - ,an) € Mu(R), S € R[X] et W € GL,,(R). Montrer en détaillant
que :
S(D) = diag(S(a1), -+, S(a)) et S(WDW 1) = WS(D)W L.

Notons S(X) = Z apX". Par une récurrence simple, on montre que pour tout k € N,

keN
DF = diag(a¥,--- ,ak). Donc,
S(D) = Z apDF = Z apdiag (o/f, e ,ai) = diag <Z apok, .- ,Z ak,oz,],i)
keN keN keN keN

= diag (S(a1), -+, S(awm)) -

Par une récurrence simple, on montre également que pour tout k € N,

(WDW_I)k = WDFW~L. Ainsi :

SWDW =3 a (WDW )" =3 a,WDFW !t = WS(D)W

keN keN
¢) Soient (x1,---x¢) € R’ tous distincts et (y1,---,y¢) € RY. Montrer que le polynéme
l l PR
Q)=S0 [ TT L= | vribe Qo) = e pour tont k€ 1,
i=1 7=1
J#i
! t—x ! x T
Posons L;(t) = 1_[1 . *;j. Pour tout (i,k) € [1,€]?, Li(xg) = 1_[1 . 7%7 = ;5 ou
J j=
VE= J#

J4
dik =0sii# ket d =1sik=1i DoncQ(x) = Zyi5ik = Yk
i=1

Soient A et B deux matrices a coefficients réels diagonalisables dans R et telles que P(A) = P(B).
D’apres le théoreme I, il existe donc deux matrices U, V' dans GL,(R) ainsi que deux matrices
diagonales D = diag(\1, -+, \p) et A = diag(py, -+, pun) dans M, (R) telles que

UTAU = diag(A\1,- -+, M) = D et V7BV =diag(u1, - , ttn) = A.

Il existe également, d’apres la question A.4.c), un polynome @ € R[X] tel que Q(P (1)) = p.
d) Montrer qu’il existe un polynéme R tel que R(B) = A.
Q(P(pi)) = pi. Done, d’apres la question A.4.b), Q(P(D)) = D. Donc, encore par la
question A.4.b) Q(P(A)) = A. Or P(A) = P(B). Donc Q(P(B)) = A. Donc R(B) = A
ou R(X) = Q(P(X)).

13



e) En déduire que A et B commutent.
L

Posons R(X) = Z X" un polynome quelconque :
k=0

l J4 y4
AB = R(B)B = (Z rkBk> B = Z reB*t = B ZrkBk’ = BR(B) = BA.
k=0 k=0 k=0

f) Conclure.
A et B commutent. Donc d’apres le théoreme I, il existe W € GL,(R) tel que,

WTAW = diag(A,--- ,\p) = D et WIBW = diag(p1,--- , ptn) = A.
D’apres la question A.4.b) et comme P(A) = P(B), on déduit que
P(D)=P (W AW) = W 'P(AW =W 'P(B)W = P (W 'BW) = P(A).
Donc, d’apres la question A.4.b),
diag(P(\), -, PO\))) = diag(P(um), <, P(n))).

Donc Vi € [1,n], P(\;) = P(u;) et donc comme P est bijective d’apres la question
A.4.a),on a A\; = u;. Donc D = A et enfin A = B.

Partie B : diagonalisation simultanée des matrices symétriques.

Notations et présentation de la partie B.

e Si A€ M,(R), la matrice AT désigne sa transposée.

On rappelle qu'une matrice A € M, (R) est définie positive si pour tout vecteur colonne
X € M, 1(R),
XTAX >o.

S, est le sous espace vectoriel de M,,(R) constitué des matrices symétriques et S,/ désigne
I’ensemble constitué des matrices symétriques définies positives.

e On note B, la base canonique de R™.

e La matrice d'un produit scalaire ¢ de R™ dans une base B = (e, - ,e,) est notée :

Matg(p) = (p(es, ej))1<m<n .

Le but de cette partie est de montrer et d’appliquer le théoreme de diagonalisation simultanée
suivant :

Théoréme II : Soient A € S/t et B € S,,. Alors, il existe une matrice inversible P € GL,(R)
et une matrice diagonale D € M, (R) tel que

A=P',P=P'Pet B=PI'DP.

14



B.1. Preuve du théoréme II : Soient A € S 1 et B € S,,. Notons ¢ le produit scalaire de R™
tel que A = Matpg, (). Soit B une base orthonormée de R™ pour ¢ et notons enfin Q = Qp,—5
la matrice de passage de B, a B.

a)

Donner une relation entre (Q et A.

Matg(p) = QT Matg, (¢)Q.

Donc,

I, = QT AQ.

Notons C = QT BQ. Montrer qu’il existe une matrice orthogonale R et une matrice
diagonale D telles que,
R'DR=C.
"= (Q"BQ) =Q"BTQ=Q"BQ=C.

La matrice C est donc symétrique réelle. Elle est donc orthonormalement diagonalisable.
Par conséquent, il existe une matrice orthogonale R telle que

RTDR = C.

Déterminer une matrice P telle que,

A=P'Pet B=PI'DP.

B=(Q") 'cQ ' =(Q") 'R'DRQ ' = (RQ™) DRQ".

Posons,
P=RQ '
On a donc,
B=PTDP.
Comme R est orthogonale,
R'R=1,

et donc,

T

PTP _ (RQ—I)TRQ—I — (Q—I)TRTRQ—I _ (Q—l) Q—l — A.

15



B.2. Application : Soient (4, B) € (S;© +)2. Le but de cette question est d’utiliser le théoréme II
pour démontrer 'inégalité suivante :

(det(A + B))# > det(A)n + det(B)n. (1)

Soit I un intervalle de R. On rappelle que, par définition, une fonction f : I — R est convexe
si pour tous x,y € I et pour tout ¢ € [0, 1],

fltz+ (1 —t)y) <tf(x)+ (1 —1)f(y).

a) Soit f: I — R convexe. Montrer que pour tous x1,...,2, € I et pour tous réels positifs
n
AL, ..., Ap Vérifiant > A\, =1,ona:
i=1

f(Z )\iﬂﬁi) <O Aif (@)
i=1 :

On raisonne par récurrence sur le nombre n de points.
Initialisation : pour n = 1, 'inégalité est f(x1) < f(z1).

Hérédité. Supposons I’énoncé vrai pour un certain entier n > 1. Soient x1,...,xp41 € 1
n+1
et A\1,..., A\pa1 = 0 tels que Z A= 1.

Si tous les \; entre 0 et n Valent 0, le résultat est évident. Sinon, posons

n

n .
N:Z)\izl_)\n-i-l ety—z);xi.

i=1 i=1

En remarquant que g+ A1 = 1 et que y € I, on déduit de la définition d’une fonction
convexe que,

n+1
(Z Ai xz> = f(py + Ms12n11) < pf () + Angrf(@ng1).

n
Z ’\7 = 1. Donc, par I’hypothese de récurrence,

fly) =1 (Z Lz> Z L f(x).

i=1

On en déduit donc,

n+1 n+1
f <Z Aﬂi) <D Nif (i)
=1 i=1

16



b)

Montrer que la fonction x — h(x) = In(1 + e*) est convexe puis que pour tous réels
strictement positifs A, Ao, -+, Ap,

n n

[T +x)» >1+H>\§.

=1 i=1

La fonction h est deux fois dérivable sur R et h”(x) = ﬁ > 0. La fonction h est
donc convexe.

Pour tout ¢ entre 1 et n, \; > 0. Posons donc \; = e“. En appliquant I'inégalité de la
question précédente a la fonction h avec \; = % pour tout ¢ entre 1 et n et z; = «;, on
obtient,

g

1 <1+ il”) < 12731 (14 )
n ei= < — n ev).
n-
i=1

Donc,

n o n 1

In (1 + Hen'> <In <H(1 + eaf)n> ,

i=1 i=1
d’out 'on déduit I'inégalité demandée en remplagant e® par \; et par croissance de In.
Montrer I'inégalité (1).

D’apres le théoreme II, il existe une matrice inversible P € GL,(R) et une matrice
diagonale D = diag(A1,- -+, A,) tel que

A=PT'Pet B=PTDP.

Comme par ailleurs B est définie positive, ses valeurs propres sont strictement positives,
donc les \; sont tous strictement positifs. On a les deux égalités

3=

(det(A + B))» = det (PT(I, + D)P)™ = det(P)x - det(I, + D),

3o

det(A)* + det(B)* = det (PTP)™ + det (PTDP)" = det(P)% - (1 + det(D)%) .

L’inéquation (1) est donc équivalente a

3=

det(I, + D)v > (1 + det(D)

).

c’est-a-dire a
n n 1

[Ta+x)= =1+

i=1 i=1

qui est exactement 'inégalité démontrée a la question B.2.b).
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CORRIGE de la 2°™¢ COMPOSITION DE MATHEMATIQUES

(Durée de I’épreuve : 4 heures)

L’épreuve est constituée de six exercices indépendants a traiter dans un ordre quelconque. Le
plus grand soin sera apporté a la rédaction et a la présentation des résultats.

Notations

Dans tout le sujet, nous utiliserons les notations suivantes :
e i désigne I'unique nombre complexe tel que €™ = —1.
e E[X] désigne l'espérance mathématique d’une variable aléatoire réelle X.
e V(X) désigne la variance mathématique d’une variable aléatoire réelle X.

o M, 4(K) désigne I’ensemble des matrices & p lignes et ¢ colonnes a coefficients dans le corps
K =R ou C.

e Pour une matrice M € M, ,(K), on notera M’ la matrice transposée de M.

e Pour tout sous-espace F' d’un espace euclidien F, F- désigne le supplémentaire orthogonal
de F' dans FE et le produit scalaire de deux vecteurs x et y de F' sera noté {x,y).

Exercice 1

Soient ag = a1 = let Vne N*, a1 = ap+ %H an—1. Nous nous intéressons a la série ] a,x".
n=0

1. Montrer que pour tout n € N*, 1 < a,, < n?.



2.

Démontrons par récurrence double le résultat : a; = 1 et as = 2 donconal < a; < 1% et
1 < ap < 22. Soit n e N\{1, 2}, supposons alors que 1’égalité soit vraie aux rangs n et n — 1 ,
on peut alors obtenir 'encadrement suivant pour a,yi :

5 2(n—1)2
+
n+1

Le membre de gauche est clairement plus grand que 1. Pour celui de droite, étudions son
bcart & (n +1)? :

2(n —1)2 :2n+1_2(n—1)2 _@n+Dn+1)-2n-1 Tn-1

n+1 n+1 n+1 n+1’

(n+1)% —n?—

cette derniere quantité étant positive nous aboutissons a I’encadrement désiré pour a,1.
(a) Déterminer le rayon de convergence R de la série Y] apz™. On note S(z) sa somme.
n=0
Le terme général a,|z"| de la série entiere est ainsi encadré par les termes respectifs
|z"| et n?|z"|. Or la série de terme général |2"| diverge pour tout |z| > 1 et celle de
terme général n?|z"| converge pour tout |z| < 1 d’apreés la régle de d’Alembert : en

1)2| g +1 . . . o) N
effet % = (1 + 1)?|z| converge vers |z| qui est bien inférieur a 1 dans ce cas.
Donc > an,z™ converge pour |z| < 1 et diverge pour |z| > 1. De plus, pour z = +1, la
n=0

série diverge car le terme général ne tend pas vers 0 car a, > 1. En conclusion, la série
> apx™ est de rayon 1.

n=0
(b) Montrer que S(z) est solution de y' = 1Ly,
+o0
Rappelons que la série dérivée donnée par S'(x) = Y na,z" ! possede le méme rayon
n=1
de convergence que S(x). Réécrivons alors la relation de récurrence en multipliant par

"

(n+ Daps12"™ = (n+ Dapz™ + 2a,—12".

En sommant 1’égalité pour |z| < 1, les quantités suivantes apparaissent :

+00 +00
(n+ Dap412" = Z napz" = 8 (z) — 1 x a12° = §'(z) — 1,
n=2

n=1
+0 +o0 +o0
(n+ a2 =z Z napz" ' + Z apz” = xS (z) + S(x) — 1,
n=1 n=1 n=1
+00 400 +00
Z 2a,_12" = 2x Z an_12" ' =2z Z anz" = 2xS(x),
n=1 n=1 n=0

aboutissant ainsi a :

S'(z) —1=aS8(x)+ S(@) —1+225(x) = (1 —-2)5(z) = (1 +22)S(x).



Pour z €] — 1, 1[, on peut alors écrire :

_1+2:r
-

S'(x)

S(z).

(c) En déduire une expression de S(z).

142

Les solutions f de cette équation linéaire, sachant que la fonction x — F=F est continue

sur | — 1, 1[, sont de la forme

Voel - 1,1, f(z) = Aet),
ou A est une primitive de = — % sur | — 1,1[, et A\ une constante réelle. Afin de
déterminer la primitive A, il faut décomposer la fraction rationnelle en éléments simples :
1+2r 3+2(x—1) 3

— — 2,
1—=x 1—=x 1—=x

on peut prendre A(z) = —3In(1 — z) — 2z. Ainsi f(z) = )\%, en utilisant x = 0, on
obtient A\ = ap = 1. En conclusion

e—Zm

S(z) = e

Exercice 2

Considérons f et g les fonctions définies par

x 1 —2?(1+t2)
flx) = f e dt, et g(z) = J £
0 ’ o 1+12

1. Montrer que f et g sont de classe C! sur R.

Appelons h la fonction qui & ¢ associe e_tg, elle est continue sur R, donc sur tout segment
[0, 2] ot x est un réel quelconque. Ainsi, f est la primitive de h qui s’annule en 0. La fonction
f est alors de classe C! sur R et f/(x) = h(x).

Pour g, quel que soit x un nombre réel, g(x) existe comme intégrale d’une fonction continue sur

_z2 2 L, -~
[0,1]. De plus, la fonction = — % est de classe C! sur R de dérivée z — —2pe~2 (1417,
Or les fonctions ¢ — —2ze~%"(1+#) sont continues sur [0, 1] et dominées en valeur absolue par

la fonction ¢ — 2 intégrable sur [0, 1]. En conclusion, g est de classe C* sur R et

1
J(z) = —2acf e~ () gy,
0



2. Montrer que f2 + g est constante sur R et déterminer la valeur de la constante.
Il suffit de montrer que la dérivée est nulle sur l'intervalle considéré, ici R.

T

(P + 9 (@) = 2 @)f @) + () = 27 | e =20 | L)y
0

0

Six = 0, la dérivée est bel et bien nulle. Pour x # 0, on effectue alors le changement de
variable u = é dans la premiere intégrale,

T 1
f et dt :J e_(“m)Qxdu,
0 0

1
e~ @ (L+u?) gy 2$J e~ () g — 0,
0

ainsi

T

(2 + g)(x) = 2 f

0

La fonction f2 + g est de dérivée nulle sur R, elle est donc constante et f2(x) + g(x) =
1
f2(0) + g(0) = §, —1#2 dt = [arctan(w)]é =7
+oo
3. Déduire des questions précédentes la valeur de I'intégrale I = J e Udt.

0
L’intégrale I existe par comparaison de I'intégrande positive a celui d’'une intégrale de Rie-

mann convergente en +00. Cela garantit I = lim,_, 4 f(x). Pour utiliser le résultat précédent,
nous allons étudier le comportement de g en 'infini. Par croissance de l'intégrale :

2

1e—x 5
0< < ——dt = Te 7.

Par le Théoreme d’encadrement, on obtient la convergence de g vers 0 en +00, on en déduit
alors que

2
T = lim f2(x)+g(ﬂs)=(lim f(x)) =I2:]:ﬁ'

z—>+00 T——+00 2

+o0 o~
4. En déduire que l'intégrale J = f —=dt vaut 1.
—Q0

V2T
2
L’intégrande étant paire J = \/% SJ - e_%dt, on pose alors le changement de variable u =

V2t
2 +00 2 +00 5 9
J=— e zdt = — e N 2du = —1 =1.
\/27TL \/QWL LS

5. Considérons la fonction ¢ suivante :




(a) Montrer que ¢ est définie et de classe C! sur R.

itzfﬁ
Remarquons que % < h(t), avec h intégrable sur R, donc & x fixé, la fonction
ite—to ite— T
e 2 . 4 . N 4 . e ] 1
t— RV est intégrable sur R, de plus a t fixé, la fonction x — Vo 2 est de classe C
t

2
ite— L
. , e, . 2] .,
sur R, de fonction dérivée x — it oL dominée en module par |¢|¢
s

\;% intégrable en t

sur R. Ainsi ¢ est dérivable et

/(x) B if+w teitzfg o
7 o V2T '

(b) Exprimer ¢'(z) en fonction de ¢(x).
En utilisant I'intégration par parties, on obtient

2
. t .
+00 eztxf7 +00 eztz

"(z) =1 t——dt = —i
P ) o V2T o V2T

eitw +00 +0 eitw
——i|S=ht)| +i| irS=h(t)dt=0-
[ zn0| i it hi =0 - oo

¢'(x) = —zp(x),

B (t)dt

la limite du crochet étant obtenue par contréle de son module par h(t) qui tend vers 0.
Ainsi ¢'(z) = —zp(z).
(¢) En déduire I'expression de ¢(z).

Il faut intégrer I’équation linéaire, une primitive de x — —x sur R étant = — —%,
2
X
en déduit : p(z) = Xe” 2, en prenant z = 0, on conclut par

on

o(x) = 67%, Vo e R.

Exercice 3

Une suite (ug)reny d’éléments d’un espace vectoriel normé (E, | ||) est dite de Cauchy si :
Ve >0, IM eN, Yn,p=>M, |u, —u,| <e.

1. Montrer que toute suite convergente d’un espace vectoriel normé (E, | |) est de Cauchy.
En partant de la définition de la convergence de (uy)ren vers une certaine limite ¢, posons

€ > 0 quelconque, alors

IMeN, Vn= M, |u, —{| < 5.
Ainsi, pour n et p plus grands que M, I'inégalité triangulaire nous permet d’obtenir la majo-
ration recherchée :

[un = up|| < up = €] + up — £ < e



Dans la suite de l'exercice, £ = C°([0,27],C) est I’'ensemble des fonctions continues de [0, 27]
dans C. On notera Og la fonction identiquement nulle de . On définit enfin 'application N de F
dans RT par

2.

(a)

2m
N =y [ I,
0
2 2
Démontrer pour tous nombres complexes u et v 'inégalité |uv| < % + % et en déduire
que pour toutes fonctions f,g € E et A€ R™*
1

27 2
A
| 1r@@is < SN+ SN
0
Le premiere inégalité s’obtient en développant (|u| — |v])? = 0 et en divisant par 2. La
seconde est une simple application au cas u = Af et v = g/\.
En déterminant le minimum de la fonction h: A — /\;N (f)? + %ZN (9)?, montrer

I'inégalité 2
L\ﬂwwmm<Nway

Pour obtenir les variations, le calcul est immédiat h'(\) = AN(f) — %N (g9), qui est

- . . N(g)2 P N . T
positive si et seulement si \* > N%Q ou de facon équivalente A > %, ainsi h réalise
son minimum en /Y9 op
’ N(f)’

N(g)\ N 2, N 2 g
h< N(f)> —2N(f)N(f) + N(g)® = N(f)N(g)-

En déduire que N est une norme sur E.

L’homogénéité est conséquence immédiate des propriéts du module. De méme si N(f) =
0, alors par continuité de |f|?, on obtient qu’elle est identiquement nulle sur [0, 27] et
donc que f aussi. Enfin I'inégalité triangulaire découle du résultat précédent

2T
NU+@2=NUF+N@P+2L F@)g(@)ldz < (N(f) + N(g))*

3. Soit (gn)nen la suite d’éléments de E donnée par g, (z) = e™*. Montrer que N (gn—gp) = 2+/7-

Niga—g, = |

Par le calcul, pour n et p deux entiers naturels, en factorisant classiquement a ’aide de ’angle
moyen,

27 2m 2m
|6inz - Ginp|2d$ _ J |6i@z|‘ei(nfp)z 7€7i(n7p)z|2dl_ _ J QSin((L‘)zd(L‘.
0

0 0

On utilise alors I'identité 1 — cos(2z) = 2sin(x)?, pour aboutir finalement &

21

sin(2x) } o _dn

Nl )" = | :

1 — cos(2x)dx = |:.L —
0

0



4. En déduire que la boule fermée centrée en O, de rayon 1 pour la norme N n’est pas compacte.
On peut déja affirmer que la suite (g, )neny n’est pas de Cauchy, ainsi que toute suite extraite, or
une suite convergente est forcément de Cauchy, donc aucune suite extraite ne peut converger.
La suite (g, )nen est une suite d’éléments tels que N (g, ) = v/2m, la suite (hy,)neny donnée par
h, = \%—W est alors une suite de la boule considérée car N (h,,) = 1, dont aucune suite extraite

ne converge. L’ensemble n’est donc pas compact.

Exercice 4

Dans ce probleme d’estimation, on dispose de n (n > 2) observations indépendantes (X1, ..., X,)
de méme loi de Poisson de parametre # > 0 inconnu. On souhaite estimer e ?.
Pour rappel, X suit une loi de Poisson de parametre § > 0 si X(2) = N et pour tout k € N,

ek
_ _ _—0

On dit que )\ est un estimateur sans biais d’une quantité X si ) est une variable aléatoire fonction

~

de I’échantillon, c’est a dire A = f(Xi,...,X,) pour une certain fonction f, et si E[A\] = \. Pour
deux estimateurs sans biais de A, on préferera celui dont la variance est la plus petite.
On définit, pour i € [1,n], la variable aléatoire Y; par

{Y;:L si X; =0,

Y; =0, sinon.

_ 1 &
On note enfin Y,, = — Z Y;.
n
=1
1. Calculer I'espérance et la variance de Y,,.

La variable Y; suit une loi de Bernoulli B(P(X; = 0)), ici P(X; = 0) = ¢=% Par linéarité de
I’espérance, en utilisant 1’espérance d’une variable de Bernoulli :

E[?n] =

3=

iE[Yi] — e’
=1

Pour le calcul de la variance, on utilise I'indépendance des variables Y; :

e (1 —e?

n

V(Va) = o5 Y V() =
=1

k
2. Soit, Vk € [1,n], S = > X;. On définit ¢, (j) = Pg, —; (X, = 0) la probabilité conditionnelle
i=1
de {X,, = 0} sachant {S,, = j}.
(a) Montrer que S suit une loi de Poisson de parametre k6.

Montrons que la somme de deux variables indépendantes X et Y de loi de Poisson de
parametres respectifs A et p est encore une variable de loi de Poisson, mais de parametre



A+ . Pour tout j € N, on utilise alors successivement la formule des probabilités totales,
I'indépendance puis finalement le bindbme de Newton

J J PG
Nepd—t
P(X +Y =j) = Y P(X =i)P(Y = j — i) :e—*‘“Z%
i=0 RVl
—A—p J 4] —A—p
e 7! S
= : Z-'(-_Z)' luj T __ ‘ ()\—i-/.l/)l
J i—o '\

Une démonstration par récurrence immédiate permet alors de conclure.
(b) Montrer que pour tout entier naturel j, ,(j) = (1 — 1)’.

n
En partant des définitions des variables

_ ]P({Xn = 0} N {Sn = ]})

@n(]) = P(Xn = 0|Sn = ])

_ P({Xy =0} 0 {Su-1 = j})
_ el 0y (1Y
= e (nf)i B (1 71) )

La valeur ¢, (j) étant indépendante de 6, on s’intéresse a l'estimateur ¢, (S,).

3. Calculer I'espérance et la variance de ¢, (Sy,).
D’apres le théoreme de transfert :

T k k +00 k
1 nd)" _, . 0 o -
Elen(Sh)] = E (1 - n) ( k:') e — e E (n— 1)k =€ 0o(n=1)0 _ =0

k=0 : = !

Commencons par le moment d’ordre 2, en utilisant le théoréeme de transfert

+00 2k k +0o0 k pk

1 _np(nd . 1\" 40 0 (n—2+l Y

E[@H(Sn)Q] = Z <1_n> (& 0( k') =€ 92 (n—2—|—n) E =€ 06( 2+n)6 26( 29+”L).
k=0 ’ k=0 ’

On en déduit alors la variance :

V(on(Sn)) = (20 8) _ =20 _ ex(—26) <exp (i) _ 1> .

4. Montrer que 1 < ol < ¢f et en déduire que la fonction h donnée par h(f) = # est

croissante sur R**, ’

On applique le Théoreme des accroissements finis, car pour tout # > 0 I'exponentielle est
continue sur [0,0] et dérivable sur ]0,6[. Il existe alors ¢ €]0,6[ tel qui ‘{T_l = e dou
I’encadrement. Il suffit alors de dériver h et d’utiliser I'inégalité précédente,

Oe? — e +1
- >

60—1—69+1_

> o

b (z) > 0.




5. Montrer enfin que V (¢, (S,)) < V(Y ). Interpréter le résultat au regard du probleme d’esti-
mation considéré.

V(Ya) B M B 1 _%>1

par croissance de h sur RT*. Les deux estimateurs étant de méme espérance e~?, donc sans
biais, on aura tendance a préférer celui avec la plus petite variance, en 'occurence ¢, (Sy,).

Exercice 5

Considérons une production industrielle d’allumettes. A la fin d’une journée donnée, on souhai-
terait évaluer la proportion d’allumettes défectueuses sur le total des ¢ allumettes produites. On
notera d le nombre d’allumettes défectueuses. Le tirage aléatoire d’un échantillon de n allumettes
parmi les ¢t disponibles est effectué, et chacune d’entre elles est grattée pour vérifier si elle s’allume
ou pas. C’est le seul critere de conformité considéré ici. On suppose t = d > 2.

1. En considérant le polynome P(X) = (1 + X)*¥*¢, démontrer la formule de Vandermonde :

(.9-2000.5)

En appliquant la formule du binome de Newton :

P(X) = (1+ X))kt = ]ié (k;LE)Xm =1+X)F1+Xx) = (i (5)){]) (é (f)x) .

m=0 7=0 =0

Il faut alors utiliser I'identification des coefficients de polynomes égaux. Le coefficient devant
X™ dans le développement du dernier membre permet d’aboutir au résultat. En effet il faut
que j < m dans la premiere somme et seul le i€ terme tel que 7 + j = m dans la deuxieme
somme fera apparaltre une puissance m de X dans le développement.

2. Montrer que la loi de la variable aléatoire X correspondant au nombre d’allumettes défectueuses
dans le prélevement est donnée par

d\ (t—d
(i) Gi)
; .
(n)
Considérons 'univers fini constitué des combinaisons de n allumettes prises parmi les ¢ pro-
duites, supposées équiprobables. Il suffit alors de dénombrer les combinaisons correspondant a

un nombre choisi 0 < k < n de défectueuses. Pour compter ces combinaisons, il faut regarder
le nombre (g) de combinaisons de k allumettes prises parmi les d défectueuses. Pour cha-

Vke[0,n], P(X=k)=

.. . . t—d , ..
cune de ces combinaisons, il existe alors (nik) facons de la compléter avec une combinaison
d’allumettes non-défectueuses, ainsi

fltsn)
0

Yk e [0,n], P(X = k)=



On admet que la variance de X est donnée par n

5. Montrer que pour tout z € [0,1], z(1 —z) < 7.

On remarquera que 'égalite de Vandermonde garantit que ces probabilités somment & 1. De
plus, avec la convention (Z) = 0 si k > n, le résultat reste vrai méme si n > d, c’est-a-dire
quand I’échantillon est plus grand que la population d’allumettes défectueuses, ou alors la
probabilité d’avoir au moins une allumette fonctionnelle dans 1’échantillon est égale a 1.

. . i dy _ g(d—1
. Montrer la relation suivante : Vk € N*, k(k) = d(k_l).

En partant de la définition de la factorielle et des coefficients binomiaux, pour 1 < k < d on
peut écrire :

<Zj> B (k—1)!((cczl:11)ik+1)! B Zk‘!(ddi k)! c’d(Z:D - k(:)

. Déduire des questions précédentes que 'espérance E[X] vaut n%.

La variable étant finie, I'espérance est alors donnée par

- SO0 - B ()00 - mip B0 -

n/ k=1

SlisH

)

la derniere égalité découlant directement de 1’égalité de Vandermonde.
di=dt=n
tt t—1°

1

11 suffit de raisonner sur la courbe correspondante, une parabole orientée vers le bas, de racines

0 et 1, son maximum est atteint en % d’image %L.

. A Taide de 'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, en supposant «, § € [0, 1] fixés, sachant aussi

que p = % est inconnu, établir une taille suffisante n de ’échantillon, fonction de «, 3 et t,

pour assurer le controle d’erreur d’estimation suivant :
X _ d
P(5 —¢l=a) <b.

On applique 'inégalité :

Pl —¢l=a) =P (X - 5| > na) <

On cherche donc n tel que . On pourra

_t=n S
na?(t—1 1+4a2B(t—1)
prendre alors la partie entiere supérieure de 1+4a+ﬁ(t—l) comme taille d’échantillon minimale

1
1

) < . Ce qui revient a dire n >

si cette quantité ne dépasse pas t. Cela arrive des que o2 >

. Nous voulons étudier le comportement de la loi de X lorsque t est tres grand. Supposons n et
p= % fixés. Notons X; la variable correspondant au nombre d’allumettes défectueuses dans
un échantillon choisi au hasard dans une population de ¢ allumettes contenant une proportion
p d’allumettes défectueuses. Montrer que lorsque t tend vers l'infini, la loi de X; tend vers
une loi usuelle dont on précisera les parametres.
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Considérons k un entier naturel fixé, alors en explicitant les coefficients binomiaux, on peut
déja obtenir :
£\ ((1—p)t k—1 . k-1 .
G5 nt T2t — )T (L= p)t =)
t - —1 . .
(n) ki(n — k). [Tj= (t = 4)

On factorise alors dans chaque facteur de la derniere fraction par son coefficient dominant

k—1 ] n—k—1 j
2o = ) IG5 - )
[T —1%)

La derniere fraction converge vers 1 comme produit fini de facteurs tendant vers 1. En conclu-

sion, la loi limite est la loi binomiale de parametres n et p = %

P(X; = k) = (Z)p’“(l -p)" "

Exercice 6

Soit F un espace euclidien, p un projecteur orthogonal de E. Pour rappel, un endomorphisme
f est dit symétrique si pour tout couple (x,y) de E,

(x, f(y)) = {f(2), ).

1. Montrer que si p est un projecteur orthogonal, alors p est un endomorphisme symétrique.
Soient x,y € E, par définition du projeté orthogonal et bilinéarité du produit scalaire :

p(z),y) =),y — ply) + p(y)) = (), p(y)) + @),y — p(y)) = {p(), p(Y))-

On montre de méme que {z,p(y)) = (p(x),p(y)). Ainsi p est symétrique.

2. Soit ¢ un autre projecteur orthogonal de E. Montrer que p o g o p est symétrique.
En utilisant le résultat précédent pour p et q :

V(z,y) € E*, (poqop(x),y)={qgop(),py)) = {p(x),qop(y)) = (z,poqop(y)).

3. Pour cette question seulement, on se place dans R?® muni de sa structure euclidienne cano-
nique et on note (e, e2, e3) sa base canonique : soit p la projection orthogonale sur la droite
engendrée par e; et g la projection orthogonale sur la droite engendrée par e; + es. Calculer
poq(er). L’application p o g est-elle une projection ?

En décomposant e; = % + “5°2, on peut alors écrire g(e1) = , ainsi pog(er) = &,
et donc par linéarité pogopog(er) = . Ceci nous permet d’affirmer que po g n’est pas une
projection.

e1tez
2

4. Montrer que (Imp + Kerq)* = Kerp n Img.
Pour démontrer 1’égalité, montrons la double inclusion.

Soit x € (Imp + Ker q)L, alors pour tout y € F et z € Kergq,

(z,p(y) +2) =0,

11



ce qui implique, en posant z = 0, = € (Imp)L = Kerp. De plus, pour y = 0, on aboutit a
r e (Kerq)t = Imgq. Ainsi (Imp + Ker q)l c Kerp nImg.

Considérons maintenant un élément quelconque x € Ker p n Im ¢, alors p(x) = 0 et il existe
w € E, tel que z = q(w), et po g(w) = p(x) = 0. Ainsi, pour tout y € E et z € Kerg, en
utilisant le fait que ¢ soit symétrique :

(x,p(y) + 2) = {q(w),p(y) + z) = (w,q o p(y) + q(2))
= (w,qop(y)) = {(z,p(y))
= (p(z),y) = 0.

Ceci nous permet d’obtenir la seconde inclusion. L’égalite est ainsi démontrée.
. Montrer alors que Impog =Impogonp.

Clairement, Imp o gop < Imp o q. Utilisons la question 3. pour la deuxieme inclusion :

1
E=(Imp+ Kerq) ® (Kerp nImg).

Ainsi pour y € E, il existe des éléments u € Imp, v € Ker ¢, w € Ker p n Im ¢, tels que
y=u+v+wet{u+v,w)=0.

Remarquons alors que ¢(w) = w et donc p o g(w) = 0, de plus p(u) = w. Ainsi pour tout
x € Imp o g, on peut écrire
z=poq(y) =poq(utv+w)=poq(u)+poq(v)+pog(w)=pogop(u).
N—. ~— —

‘\/——/
—0 -0

. Montrer que p o g o p est diagonalisable et que ses valeurs propres sont dans [0,1].
L’endomorphisme p o g o p est symétrique réel, donc diagonalisable a 1’aide d’une base ortho-
gonale de vecteurs propres réels, de valeurs propres réelles d’apres le théoreme spectral. Ce
qui signifie que F est égale a la somme orthogonale des sous-espaces propres de pogop :

1
E= @ Expoqop),
AeSp(pogop)

ot Sp(p o qop) désigne le spectre de 'endomorphisme po gop, et Ex(poqop) le sous-espace
propre associée a la valeur propre A. De plus, pour tout y € E, (y,q(y)) = {q(y),q(y)) = 0.
Ainsi pour x vecteur propre associé a A # 0 pour po g o p,

0 <{\z,Az) = (pogop(x), \r) = Mp(z),q0p(z)).

Par positivité du dernier facteur, on en déduit que A > 0. Montrons maintenant que les
valeurs propres sont plus petites que 1 avec les mémes hypotheses sur x. Pour cela, on utilise
le fait que la norme d’un projeté orthogonal d’un vecteur v est inférieure ou égale a la norme
de v :

0 < Xz, z) = (\z, Ay = Mp(),q o p(x)) = Mg o p(z),q 0 p(x)) < Mp(x), p(z)) < Xz, z).

En conclusion Sp(poqop) < [0,1].
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7. Montrer que les sous-espaces propres E) associés aux valeurs propres non-nulles A de pogop
sont aussi ceux de p o q.
Tout vecteur propre associé a une valeur propre non-nulle de poqop est vecteur propre pour
la méme valeur propre de p o g et réciproquement. En effet, si x est un vecteur propre pour
poqop associé a A, alors x = %p ogop(x) =poqop(5) € Imp. Par conséquent p(z) = z,
ainsi

pog(z) =pogop(x) = Az

Ainsi z est vecteur propre pour pogq associé a X\. Considérons alors un vecteur propre x de pogq
associé a A # 0, alors on montre de méme que p(z) = x et ainsi que pogop(x) = pog(x) = Az.
En particulier les sous-espaces propres associés sont les mémes.

8. Montrer alors que p o ¢q est diagonalisable et que ses valeurs propres sont dans [0,1].
Il nous reste alors a vérifier que la somme orthogonale des sous-espaces propres associées au
valeurs propres non-nulles est en somme directe avec le noyau pour conclure que I’endomor-
phisme est diagonalisable.

e Pour p non-trivial la dimension de son noyau est non-nulle ce qui implique que celle du
noyau de po g o p est non-nulle également, dit autrement 0 est valeur propre de pogop.
En isolant la valeur propre 0 des autres,

L
E=Kerpogop®Impogqonp,

1
car Impogop = P Ex(p o q o p). L’endomorphisme étant diagonalisable,
AESp(pogop),A>0
en considérant une base de vecteurs propres (v ) AESp(poqop) 1 <k<my leurs images en-
gendrent alors Im p o g o p, pour obtenir la seconde inclusion il suffit de décomposer un

élément x de la somme :

z= > wak= > 3pogop(vag)elmpogop.

A>0,1<k<my A>0,1<k<m)

e Maintenant montrons que Kerpog@® Impoq = E. Soit x dans l'intersection, alors
il est dans 'image de p ainsi * = p(x) et donc po g(z) = pogop(x) = 0, vu que
Impog=Impoqop, x est alors dans I'intersection des image et noyau de po gop, or
ces deux espaces sont en somme orthogonale. Ainsi Kerp o ¢ et Imp o ¢ sont en somme
directe, et d’apres le théoreme du rang, les deux espaces sont méme supplémentaires.

e En conclusion,

L
E=Kerpog®Impog=Kerpog @ Ejy,
AeSp(pogop)

les sous-espaces propres sont en somme directe, de somme égale a E, en conclusion, poq
est diagonalisable de méme spectre que p o ¢ o p inclus dans [0, 1].
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